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Prélogo.

Estimado alumno:

Tienes ante ti unos apuntes para la asignatura Métodos Matemdticos I del grado en fisica. Salvo
pequenas modificaciones o anadidos, son en gran medida resimenes elaborados a partir de los tres primeros
libros que se relacionan en la bibliografia bésica. Hemos puesto también unos cuantos libros maés de
bibliografia complementaria y otros de problemas. Por supuesto, a tu disposicién existen muchos otros
buenos libros de matematicas en la biblioteca de la facultad de fisica. Al finalizar el curso deberias, como
minimo, comprender todo el material de estos apuntes y ser capaz de resolver por ti mismo todos los
problemas propuestos, u otros parecidos. Aparte del estudio de estos apuntes recomendamos leer también
las partes relevantes de alguno de los libros de la bibliografia, o al menos consultarlos con frecuencia.
Los propios libros de texto (ademés de los de problemas) contienen mds ejercicios, algunos resueltos, que
puedes usar como entrenamiento adicional.

Profesores de la asignatura en el curso 2022/23:

s Carlos Carballeira Romero. Departamento de Fisica da Materia Condensada, despacho 120, bloque
I, edificio Facultade de Fisica.

= Abraham Antonio Gallas Torreira. Departamento de Fisica de Particulas, despacho 10A, bloque
1V, edificio Monte da Condesa.

= José Luis Rodriguez Sanchez. Departamento de Fisica de Particulas, despacho 7, bloque V, edificio
Monte da Condesa.

= Edgar Lemos Cid. Departamento de Fisica de Particulas, Aula de traballo 2, bloque 1V, edificio
Monte da Condesa.

= Alexandre Brea Rodriguez. Departamento de Fisica de Particulas, despacho 26, bloque 1V, edificio
Monte da Condesa.

Bibliografia basica:

1. T.M. Apostol. Andlisis Matemdtico, 2* ed. Ed. Reverté.

2. T.M. Apostol. Calculus, 2% ed., Vol. 1, 2. Ed. Reverté.

3. J. de Burgos. Cdlculo Infinitesimal de una Variable. Ed. McGraw-Hill.

4. R.E Larson, R.P. Hostetler. Cdlculo y Geometria Analitica. Ed. McGraw-Hill.

5. K.F. Riley, M.P. Hobson, S.J. Bence. Mathematical methods for physics and engineering: a com-
prehensive guide. Ed. Cambridge University.

6. J. de Burgos. Cdlculo de una Variable Real (Definiciones, Teoremas y Resultados). Ed. Garcia-
Maroto.

7. F. Ayres. Cdlculo Diferencial e Integral. Serie Schaum, Ed. McGraw-Hill.
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Bibliografia complementaria:

1. J.A. Fernandez Vina. Andlisis Matemdtico, Vol. 1,2,3, 2% ed. Ed. Tecnos.
2. M. Spivak. Calculus, 2* ed. Ed. Reverté.

3. M. de Guzman y B. Rubio. Problemas, conceptos y métodos del andlisis matemdtico, Vols. 1,2,3.
Ed. Piramide.

4. W. Rudin. Principios de Andlisis Matemdtico. Ed. McGraw-Hill.

5. J. de Burgos et al. Sucesiones y Series (Definiciones, Teoremas y Resultados). Ed. Garcia-Maroto.

Libros de problemas:

1. B. Demidovich. Problemas y Ejercicios de Analisis Matemdtico. Ed. Mir.
2. F. Bombal, L. Rodriguez, G. Vera. Problemas de Andlisis Matemdtico, Vols 1,2,3. Ed. AC.

3. J.A. Fernandez Vina, E. Sdnchez Maifies. Ejercicios y Complementos de Andlisis Matemdtico, Vols.
1,2, 4* ed. Ed. Tecnos.

4. M. Spivak. Suplemento del Calculus. Ed. Reverté.



Capitulo 1

El sistema de los niimeros reales y el
de los complejos.

1.1. Introduccion.

En este primer tema estudiaremos las propiedades béasicas de los ntimeros reales, cuyo conjunto de-
notaremos por R. Comenzamos introduciendo el conjunto R mediante diez axiomas. Los cinco primeros
establecen las propiedades de dos operaciones internas, suma y multiplicacién, que dotan a dicho con-
junto de la estructura algebraica de cuerpo. Los cuatro siguientes establecen una relaciéon de orden en R,
y el ultimo es el axioma de completitud. Definiremos los conjuntos de ntimeros enteros (Z), racionales
(Q) e irracionales (I) como subconjuntos especiales de R. Daremos una representacién geométrica de los
numeros reales mediante una linea recta, el concepto y los diferentes tipos de intervalos que se pueden
tomar sobre dicha recta y las nociones de cota superior (inferior), supremo (infimo) y maximo (minimo)
de conjuntos de niimeros reales. Seguidamente discutiremos las diferencias y similitudes entre R y algunos
de sus subconjuntos, particularmente Z y Q. El objetivo de esta discusion serd demostrar la necesidad del
axioma de completitud en la definicién de R. El conjunto QQ a diferencia de R no satisface este axioma, que
si bien puede resultar inicialmente muy abstracto, es precisamente el que permite garantizar la existencia
de solucién en R para la ecuacién y = 2, que no tiene solucién en Q.

Finalizaremos el tema con una introduccién al sistema de los nimeros complejos, presentandolos
inicialmente como pares de niimeros reales (es decir, puntos del plano R?) sobre los que se definen de modo
axiomatico la suma y multiplicacién complejas. Verificaremos a continuacién algunas consecuencias de
esta definicién, como la estructura de cuerpo de los niimeros complejos, su interpretacién como extensién
de los niimeros reales y su similitud con R?. Seguidamente, introduciremos la unidad imaginaria con el
objeto de definir la forma binémica de un ntimero complejo y discutir las ventajas que ésta presenta a
la hora de operar con este tipo de niimeros y representarlos graficamente en el plano. A partir de esta
representacién grafica introduciremos los conceptos de mdédulo, argumento y forma exponencial de un
namero complejo, resaltando la utilidad de esta tdltima para realizar multiplicaciones y divisiones. Por
ultimo, apoyandonos en esta notacién exponencial, definiremos y estudiaremos las propiedades basicas
de algunas funciones elementales de numeros complejos, como la radicacién, potenciacién, la funcién
exponencial, el logaritmo y las funciones trigonométricas.

Como ya sabes, las magnitudes y fenémenos fisicos toman valores y se describen mediante niimeros
reales. Por lo tanto, es evidente que para un fisico es fundamental conocer las propiedades bésicas de este
tipo de numeros. En cuanto a los ntimeros complejos, es posible que sean completamente nuevos para
ti, o que anteriormente sélo los hayas estudiado de forma simplificada en el bachillerato. En todo caso
es muy importante que te familiarices con ellos y con sus propiedades cuanto antes, pues los nimeros
complejos juegan un papel fundamental en el estudio de los fendmenos ondulatorios que aparecen en la
préactica totalidad de las areas de la fisica: éptica, electromagnetismo, mecanica cuantica, fisica del estado
sélido, etc. De hecho, en la titulacién hay una asignatura (Métodos Mateméticos VI) dedicada casi por
entero al estudio de los nimeros complejos y de las funciones de variable compleja.

1.2. Definicion axiomatica de los nimeros reales.

La existencia de ntmeros irracionales ha motivado largas e intensas reflexiones en los matematicos
desde la antigiiedad. Las respuestas a preguntas como jexiste un numero cuyo cuadrado sea dos? 0,
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,cémo se puede construir el nimero 77, pueden basarse en argumentos geométricos intuitivos, porque v/2
es la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado unidad, y 7 es el cociente entre la longitud de una
circunferencia y su didmetro. De todos modos, estas respuestas basadas en la intuicién geométrica son
insatisfactorias y, desde luego, no sirven para todos los nimeros irracionales. Es deseable no apelar a la
intuicién y establecer un conjunto de reglas o axriomas que nos permitan demostrar todas las propiedades
que necesitamos de los nimeros reales.

Hacia mediados del siglo XIX se alcanzé un consenso sobre un conjunto de axiomas adecuado para
los ntimeros reales, que son esencialmente los que nosotros enunciaremos a continuacion. La construccion
ezxplicita del conjunto de los nimeros reales resulta un proceso laborioso, aunque no demasiado dificil,
y no lo haremos aqui. Nuestra postura en este curso sera considerar los niimeros reales como conceptos
primitivos que satisfacen ciertas propiedades que se toman como axiomas?'.

En la mayoria de los casos, el establecimiento de un sistema axiomaético formal es el paso final, no
el inicial, en el desarrollo de las matematicas. Se llegd al conjunto idéneo de axiomas para los niimeros
reales después de siglos de ensayo y error, y sélo después de que los teoremas béasicos de la disciplina
hubieran sido ya descubiertos. Al presentar aqui la definicién axiomatica de los niimeros reales nuestro
propésito es sélo establecer, a modo de referencia, cuales son las hipétesis sobre las que descansan todas
sus propiedades, pero no deducirlas directamente a partir de los axiomas, salvo quizas en algin ejemplo
ilustrativo.

Supondremos que existe un conjunto no vacio, R, cuyos elementos llamaremos nimeros reales, y que
satisfacen diez axiomas que clasificamos en tres grupos: aziomas de cuerpo, ariomas de orden, y axioma
de completitud.

Axiomas de cuerpo.

En lo que sigue, z,y,z serdn numeros reales arbitrarios mientras no se especifique alguna condicién
especial. Suponemos, junto con R, la existencia de dos operaciones internas (suma y producto) tales que
r+y € Ry zy € R para todo par x,y de R

Axioma 1: 2 4+y=y+2z, zy=uyz. (leyes conmutativas).
Axioma 2: x4+ (y+2)=(z+y)+2z, z(yz)=(xy)z. (leyes asociativas).
Axioma 3: z(y + z) = 2y + z=. (ley distributiva).

Axioma 4: Dados z e y, existe un z tal que x + z = y. Dicho niimero se designard por y — z, y £ — x se
escribird como 0, que es independiente de z. Escribiremos —x en lugar de 0 — x. Al elemento —x se le
llamaré opuesto de x.

Axioma 5: Existe, por lo menos, un nimero real x # 0. Dados dos nimeros reales x e y, con = # 0,
entonces existe un z tal que xz = y, que designaremos por y/z. El ntimero z/x se escribird como 1 y
es independiente de z. Podremos escribir 71 en lugar de 1/x si z # 0. Al elemento x~! lo llamaremos
reciproco o inverso de x.

A partir de estos cinco axiomas se pueden deducir todas las reglas usuales de la aritmética.

Axiomas de orden.

Suponemos la existencia de una relacién denotada por <, que establece una ordenacién entre los nimeros
reales y que satisface los siguientes axiomas.

Axioma 6: Se verifica una, y sélo una, de las siguientes relaciones para todo x,y € R

T =1y, x <y, x>y, (z > y significa lo mismo que y < x)

Axioma 7: Si x < y, entonces para todo z se cumple x + z < y + 2.

IDesde un punto de vista matemético formal, la construccién explicita del conjunto de los niimeros reales es importante,
no basta con formular una serie de axiomas. El matemdtico se pregunta si realmente existen objetos que satisfagan estos
axiomas, no vaya a ser que estemos exigiendo unas reglas imposibles de cumplir.
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Axioma 8: Siz >0, e y > 0, entonces xy > 0.

Axioma 9: Siz >y, ey > z, entonces z > z.

Definicién 1 Si x > 0 diremos que x es positivo. Si x < 0 diremos que x es negativo. Denotaremos
Rt ={zeR|xz>0} yR ={zecR |z <0}. Seusa la notacion x < y para abreviar la condicion
r<ydx=y.

La notacién {z | z verifica P} representa el conjunto de todos los elementos z que verifican
la propiedad P. También se suele escribir como {z : x verifica P}.

Nos queda por enunciar el denominado axioma de completitud para terminar la definicién axiomati-
ca de los ntimeros reales, pero lo dejamos para un poco mas adelante porque necesitamos introducir
previamente la nociéon de supremo de un conjunto de niimeros reales.

El siguiente teorema, que se usa mucho en las demostraciones de andlisis matemético, nos permite
familiarizarnos con el uso de cantidades infinitesimales.

Teorema 1 Si a y b son numeros reales tales que a < b+ ¢ para todo € > 0, entonces se cumple que
a <b.

Demostracion: Supongamos, en contra de lo que asegura el teorema, que fuese b < a. Entonces si
tomamos € = (a — b)/2 tendriamos
-b a+b a+a

a
b+e + 5 5 < 5 a

Esto es lo mismo que escribir a > b + ¢, en contra de la hipétesis inicial del teorema?.

1.3. Intervalos en la recta real.

Los nimeros reales pueden ser representados geométricamente como puntos de una recta, denominada
recta real, en la que la relacién de orden que hemos definido tiene una interpretacién geométrica simple:
x < y significa que x esta a la izquierda de y, mientras que x > y significa que esta a la derecha. Definimos
a continuacién los distintos tipos de intervalos en la recta real.

= Intervalo abierto: (a,b) ={z € R|a <z <b}.
» Intervalo cerrado: [a,b] = {x € R|a < x < b}.
= Intervalos semiabiertos: [a,b0) ={z €R|a <z <b}, (a,b]={reR|a <z <b}.

» Intervalos infinitos: [a,00) ={z € R|a <z}, (a,00)={zeR]|a<z},
(—o0,a)={zeR|z<a}, (—o0,a]l={reR|z<a}, (—o0,00)=R.

Los simbolos 400 y —o0 se usan aqui como mera notacién, pero los definiremos adecuadamente mas
adelante.

1.4. Numeros enteros, racionales e irracionales.

’LOS nimeros enteros. ‘

Introducimos los niimeros enteros como un subconjunto de niimeros reales con propiedades especiales.

2 El sfmbolo < puede resultar un poco confuso al principio. Recordemos que la notacién x < y significa z < y 6 =z = ¥,
es decir, que una de las dos expresiones es vélida, pero no ambas (si una es cierta la otra no puede serlo, obviamente). Las
expresiones 4 < 5 y 4 < 5 son ambas correctas.
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Definicién 2 Un conjunto de nimeros reales se denomina conjunto inductivo si cumple las dos propie-
dades stquientes:

(a) El nimero 1 estd en el conjunto.

(b) Para todo x del conjunto, el nimero x + 1 también estd en el conjunto.

Definicién 3 Un numero real se denomina entero positivo si pertenece a cada uno de los conjuntos
inductivos de R. Denotaremos al conjunto de los enteros positivos por ZT. A los enteros no negativos
{0,1,2,3,...} se les suele llamar mimeros naturales®, en cuyo caso el conjunto se denota por N.

77 es también, él mismo, un conjunto inductivo. En realidad Z* es el menor de los conjuntos
inductivos, en el sentido de que es un subconjunto de todos los conjuntos inductivos. A
esta propiedad de Z™T se le suele llamar principio de induccion. Ejercitaremos la técnica de
demostracion por induccion en algunos de los problemas propuestos.

Los opuestos de los enteros positivos se llaman enteros negativos, Z~. El conjunto de todos
los enteros es la unién de estos tres: Z =7~ U {0} UZT.

El simbolo sumatorio.
Lasuma S = 14+2+3+4+5+6+7 puede escribirse abreviadamente por medio del simbolo sumatorio,
para el que usamos la letra griega 3:

S:Zk:1+2+3+4+5+6+7
k=1

De modo més general, cuando queramos sumar un conjunto de n ntmeros arbitrarios, que podemos
denotar por ai,as,as,...,a,, escribiremos

n
S:Zak:al +as+as+...+ay
k=1
Para ilustrar la técnica matematica de demostracion por induccion vamos a probar la validez
de la férmula .
==
k=1
La demostracién consta de dos pasos, primero comprobamos la validez de la férmula para
n = 1 y luego comprobamos que si la férmula es cierta para n entonces también lo es para

n+ 1. En el caso que nos ocupa es obvio que la férmula se verifica para n = 1, ahora veamos
si la siguiente implicacién es cierta:

" nn+1) » < (n+1)(n+2)
k= — - — k=~——/ 7

En efecto, es cierta porque

n+1 n
Zk=zk+(n+1)=w“n+1):w.
k=1 k=1

Definicién 4 Dado n € Z*, n > 1, se denomina primo si no tiene divisores distintos de él mismo. En
caso contrario se demomina compuesto.

Teorema 2 No existe un numero primo mdxrimo.

3Puede que en algiin libro veas una definicién de nimero natural que no incluya al 0, como en el de Juan de Burgos que
tienes en la bibliografia. Esto no es importante, aunque conviene no mezclar definiciones distintas. Podemos en todo caso
usar la denominacién entero no negativo para referirnos al conjunto {0,1,2,3,...}, y usar el stmbolo Z* para referirnos al
conjunto {1,2,3,...}.
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Demostracion: Supongamos que existe un nimero finito de primos, p1,pe, ..., p,. Formamos
entonces un nuevo numero multiplicando todos los n primos y suméandole la unidad:

gq=pi1-pz-...-pn+t1

El nimero ¢ asi formado es distinto de todos los p;, por lo tanto deberia ser compuesto
(no primo) y divisible por alguno de los primos de la lista p1,pa, ..., p, que hemos supuesto
exhaustiva. Pero esto es imposible, porque ningiin nimero primo puede dividir a la unidad.
Hemos llegado entonces a un absurdo, de donde deducimos que la hipétesis inicial (ndmero
finito de primos) es falsa.

Teorema 3 (Descomposicion tnica de enteros). Todo entero n > 1 puede ser representado como un
producto de factores primos. Si se prescinde del orden, la descomposicion es unica.

Esto quiere decir que, dado z € Z™, z > 1, podremos escribirlo como un producto tinico de
una cierta secuencia de numeros primos, cada uno de ellos elevado a una potencia z; > 1:
z = ptp5ps® ... pi¥. Ejemplo: z = 3% - 51 . 73 . 172 = 4460715.

Los ntimeros racionales.

Definicién 5 Los cocientes de nimeros enteros, a/b, con b # 0, se denominan nimeros racionales.
Simbdlicamente:

@:{%mbez, b;«éo}

Si a,b € Q, entonces (a + b)/2 € Q, lo cual implica que entre cualquier par de nuimeros
racionales hay una infinidad de niimeros racionales, y no es posible hablar del nimero racional
inmediatamente inferior o posterior a un numero racional dado. Q es un cuerpo. Z no es un
cuerpo porque el inverso de un entero no es en general un entero.

Los nimeros irracionales.

Definicién 6 Siz € R y x ¢ Q, entonces x es un nidmero irracional.

I[={zeR|z¢Q}

Teorema 4 Sin € ZT y no es un cuadrado perfecto, entonces \/n es irracional.

Demostracion: Consideremos en primer lugar el caso de que n no tenga ningin divisor > 1
que sea cuadrado perfecto. Si suponemos que /n es racional llegaremos a una contradiccidn.
En efecto, si escribimos y/n = a/b donde a y b son enteros sin divisores comunes, tenemos
a’® = b’n y podemos en consecuencia afirmar que a? es un multiplo de n. Esto significa que a
también es un miltiplo de n, porque n no tiene divisores que sean cuadrados perfectos. Para
ver esto descomponemos a en factores primos, es decir, a = aj'a3’a3® ...ap”, siendo cada

. 2wy 2wo 2 2
x; > 1, coni=1,2,...,p. Entonces a® = a;"'a5"%a3"* ...a, ¥, y como a?

es multiplo de n,
escribimos n = a{*a$?a}® ... ap", siendo y; < 1 por no tener ningtin divisor que sea cuadrado
perfecto. Esto implica que la descomposicién en factores primos de n estd contenida en la de
a; en otras palabras, a también es multiplo de n.

2

Escribimos entonces a = cn, siendo ¢ un entero. La ecuacién a? = b’n se transforma en
2,2

c®n? = bn, 6 bien b = ¢2n. Por lo tanto b? es un miiltiplo de n y, razonando igual que en el
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1.5.

parrafo anterior deducimos que b es también un multiplo de n. Llegamos a la conclusién de
que tanto a como b son multiplos de n, es decir, que n es un divisor comin de a y b, cosa que
contradice nuestra hipétesis de partida.

Para finalizar, consideremos ahora el caso de que n si tenga un divisor que sea cuadrado
perfecto, es decir, n = m?2k, siendo k > 1 un entero que no tiene divisores > 1 que sean
cuadrados perfectos*. Entonces /n = mvk, lo cual quiere decir que si \/n fuese racional, vk
también lo seria, cosa que contradice la primera parte de la demostracion.

Este teorema puede generalizarse sin dificultad para afirmar que si n € Z* y no es una
potencia m—ésima perfecta, entonces %/n es irracional.

11

Cotas. Elemento maximo y minimo. Extremo superior e

inferior.

Definiciéon 7 Sea S C R. Si existe un b € R tal que x < b para todo © € S, entonces b es una cota
superior de S. Se dice que S estd acotado superiormente por b.

Cualquier ¢ > b es también una cota superior de S. Si b es una cota superior de S y ademas
es un elemento de S, es decir, b € S, entonces a b se le llama elemento méaximo de S o
maximo, y se suele denotar por max(S). Un conjunto que no tenga cotas superiores se
dice no acotado superiormente. Los términos cota inferior, acotado inferiormente y elemento
minimo, o simplemente minimo, se definen de manera analoga.

Ejemplos:

RT = (0,+00) no tiene minimo ni cotas superiores, pero si cotas inferiores. S = [0, 1] estd
acotado superior e inferiormente, ademds max(S) = 1 y min(S) = 0. El conjunto S = [0, 1)
no tiene maximo, estd acotado y min(.S) = 0.

Definicién 8 Sea S C R acotado superiormente. b € R se denomina extremo superior ¢ supremo, y Se
designa por sup(S), si verifica estas dos propiedades:

(a)
(b)

1.6.

b es una cota superior de S.

Ningin niumero menor que b es una cota superior de S.

Por ejemplo, sup[0, 1) = 1, pero no tiene médximo, o elemento maximo. El concepto de extremo
inferior de S, o infimo, se define andlogamente. Se denota por inf(S). El supremo de un
conjunto es la menor de sus cotas superiores, y el infimo es la mayor de sus cotas inferiores.
El sup(S) y el inf(S) no tienen por qué pertenecer necesariamente al conjunto S.

El axioma de completitud.

Axioma 10: Todo S C R no vacio y acotado superiormente admite un supremo. Es decir, existe un b € R
tal que b = sup(9).

Como consecuencia de este axioma, todo conjunto de S C R no vacio acotado inferiormente
admite un infimo. En efecto, tomemos el conjunto de los niimeros opuestos a los de S, que
denotamos por —S. Estd claro entonces que —S es un conjunto no vacio y estd acotado
superiormente, por lo tanto el axioma 10 nos dice que existe un nimero b que es su supremo.
Es evidente que el infimo de S es —b.

Obsérvese que en Q no se cumple este axioma. El conjunto S = {(1+1)" |n € Z*} Cc Q
no tiene extremo superior o supremo en Q. De hecho, veremos mas adelante que su supremo
es el nimero irracional e.

El siguiente teorema establece que todo conjunto de niimeros reales con un supremo contiene niimeros
tan préximos como se quiera a dicho supremo.

40bsérvese que aunque n tenga varios divisores que sean cuadrados perfectos, siempre se puede escribir como n = m

siendo

k > 1 un entero que no tiene divisores > 1 que sean cuadrados perfectos.

2k‘,
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Teorema 5 (Propiedad de la aproximacion): Sea S C R no vacio y b = sup(S). Entonces para todo
a € R, siendo a < b, existe algun x € S tal que a < x < b.

Demostracion: Por ser b = sup(.S), sabemos que = < b para todo = € S. Por otro lado, si se
cumpliese que x < a para todo = € S, a seria una cota superior de S menor que el supremo,
que por definicién es la cota superior minima. Como esto es imposible, deducimos que ha de
ser x > a para algin x € S.

Teorema 6 (Propiedad aditiva): Dados A y B subconjuntos no vacios de R, definimos un nuevo con-
junto C ={a+b|a€ A, be B}. Sitanto A como B tienen supremos, entonces también lo tiene C y
viene dado por sup(C) = sup(A) + sup(B).

Teorema 7 (Propiedad de la comparacion): Dados S y T dos subconjuntos no vacios de R, tales que
s < t para todo s € S y para todo t € T, si T tiene supremo también lo tiene S, y se cumple que
sup(S) < sup(7T).

Teorema 8 (Propiedad arquimediana de los nimeros reales): Dado x > 0 e y € R arbitrario, existe
unn € Z7 tal que nx > y.

Esto significa que todo segmento lineal de longitud y, por grande que sea, puede recubrirse por
medio de un nimero finito n de segmentos lineales de longitud positiva x dada, por pequena
que sea.

1.7. Representacion decimal de los niimeros reales.

Para simplificar el tratamiento consideraremos en esta seccién sélo los numeros reales positivos. La
extension a los negativos resultard evidente. Tomemos el nimero real dado por la siguiente expresién

a1 a9 as Qnp
r=aq+-—+-——S+-—+...+—,
710 T 102 T 108 10"
donde a es un entero no negativo y los a; son enteros que satisfacen la condicion 0 < a; < 9,79 =1,2,...,n.

Esta expresién se denomina representacién decimal finita de r, y se escribe como r = ag, ajazas3 . . . ay.
Obsérvese que todo ntimero real que pueda escribirse de este modo es necesariamente racional.

Teorema 9 (Aprozimacion decimal finita de un nidmero real): Supongamos un nimero real x > 0,
entonces para todo entero n > 1 existe un decimal finito T, = ag, a1a2a;3 - .. ay tal que

1
Tn§1'<7”n+ﬁ

Los numeros racionales r, del teorema anterior pueden utilizarse para definir una represen-
tacién decimal infinita del nimero real z.

Aunque definiremos el concepto de sucesién numérica y su limite en el capitulo 3, adelantamos
aqui (para usarlo en la definicién 12) que el conjunto infinito de los nimeros racionales de
esa representacion decimal forma una sucesidon cuyo limite es el nimero real representado.

Simbdlicamente escribirfamos lim r, = x.
n— o0

Todo nimero real puede escribirse como el limite de una sucesién de ntimeros racionales de
ese tipo (mds adelante veremos que se denominan sucesiones de Cauchy). El ntimero entero 4
admite la representacién decimal infinita trivial de 4,000000... (la representacién periédica
3,99999. . ., se considera equivalente a la anterior).
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Se puede demostrar que toda representacién decimal infinita periédica es un nimero racional.
. 5
Ejemplo®

AN 4223678 — 4223
42,2 =
,23 678 678 678 99900

1.8. Potencias y logaritmos.

Recopilamos aqui, a modo de recordatorio, las definiciones de potencias y logaritmos.

Definicién 9 Potencias de base real y exponente entero. Dados x € R yn € Z, se define:

(n)

——TN— .
gnod TTTT sin >0
1/2m sin <0
1 sin=0

Definicién 10 Raices de los mimeros reales. Dados un nimero real x > 0 y un entero positivo n € 7T,
existe un unico numero real y > 0 tal que y" = x. Se dice que y es la raiz n—ésima de x y se escribe

y= .

Definicién 11 Potencia de exponente racional. Dados un nimero real x > 0 y un nimero racional p/q,
conp€Zyq€Zt, sellama potencia de base x y exponente p/q al nimero real xP/1 = Yzp.

Definicién 12 Potencia de exponente real. Dados un nimero real x > 0 y otro numero real u = lim 7,
n—oo

donde {r,} es una sucesidn de nimeros racionales, se define " = lim z".
n— oo

Definicién 13 Logaritmo. Dados dos nimeros reales x > 0 y u > 0, con u # 1, existe un dnico numero
real y tal que u¥ = x. Este numero se denomina logaritmo en base u de x, y se denota escribiendo
y =log, x. Es decir, log, x =y <= u¥Y =x.

De especial importancia resultan los logaritmos naturales®, cuya base es el niimero irracional
e. Suelen denotarse por logx 6 por Inz.
1.9. Valor absoluto y desigualdad triangular.

Definicién 14 EI valor absoluto de un nimero real x se denota por |x| y se define como

z six>0
|z| =

-z stz <0

’Teorema 10 Sia >0, se cumple |x| < a si, y sdlo si, —|a| <z <]al. ‘

’Teorema 11 (Desigualdad triangular): ¥ z,y € R se cumple |z + y| < |z| + |y|. ‘

Demostracion. Tenemos —|z| < z < |z] e —|y| <y < |y|. Sumando ambas expresiones vemos
que —(|z| + |y|) <z +y < (|z] + |y|), y aplicando el teorema 10 con a = (|z| + |y|) deducimos
que |z +y| < ||+ Jyl.

5Usando la notacién r = (n1 —na)/d, el entero ny se obtiene truncando la representacién decimal de r en el lugar donde
comienzan a repetirse periédicamente los grupos de cifras, y eliminando la coma decimal. El entero ny se obtiene de nj
eliminando las cifras del periodo. El entero d se obtiene poniendo “tantos 9” como cifras tenga el periodo de r, y “tantos
0” como cifras existan entre la coma decimal y el inicio del periodo.

6También denominados logaritmos neperianos en honor del matemético John Neper.
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Esta expresion se puede generalizar para obtener |21 + 2 + ...+ Tp| < |z1] + 22| + ... + |28]|. Otro
modo de expresar la desigualdad triangular se obtiene poniendo z = a — ¢, y = ¢ — b, de donde se deduce
que |a —b| < |a—¢|+|c—b|. Méas adelante veremos cémo se define la distancia, pero por ahora puede ser
de ayuda observar que a la desigualdad triangular expresada de esta manera puede dérsele el siguiente
significado: dist(a,b) < dist(a, ¢) + dist(c, b).

1.10. La extension R* de los numeros reales.

Definicién 15 R, junto con los simbolos +00 y —o0, que satisfacen las siguientes propiedades, se llama
sistema ampliado de los numeros reales, y lo denotaremos por R*.

(a) Ve € R se cumple

x4+ (+00) =z — (—00) = +o0, x4+ (—00) =z — (+00) = —o0, x/(+00) = z/(—00) =0,
(b) Yz e R, z >0, se cumple x(+00) = +00, z(—00) = —00.
(¢) Vz e R, z <0, se cumple x(+00) = —00, x(—00) = +00.

(d) (+00) + (+0) = (+00)(+00) = (—0)(—00) = +00.
(—00) + (—00) = (+00)(—00) = oo

(e) Sixz e R entonces —oo < & < +00.

Nota: No estén definidas operaciones como (+00)/(+00), (+00)/(—00), 0(4+00), 0(—00), (+00)—
(+00), (—o0) — (—00), aunque si estd definido, por ejemplo, 0/(+00) = 0.

R* se designard también por [—oo, +00]. Los puntos de R se dicen finitos, mientras que los puntos +oo y
—o00 se dicen infinitos.

1.11. Numerabilidad.

Definicién 16 Se dice que un conjunto es finito y que tiene n elementos, si se pueden poner en corres-
pondencia uno a uno (biyectiva) con el conjunto {1,2,3,...,n}. Un conjunto que no es finito se denomina
infinito.

Definicién 17 Un conjunto S es numerable si se verifica una de estas dos condiciones:
(a) S es finito.
(b) S es infinito y existe una correspondencia uno a uno entre Z+ y S.

Los términos numerable y no numerable se sustituyen a veces por contable y no contable.

Teorema 12 Q es infinito numerable.

Los elementos de Q se pueden contar siguiendo las diagonales de la siguiente matriz infinita’.

1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6
2 2 2 2 2 2
12 3 4 5 6

3 3 3 3 3 3

1 2 3 4 5 6

"De este modo aparecen repetidos elementos de Q, como 1/1, 2/2, etc., pero ello no invalida el argumento.
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Teorema 13 R es infinito no numerable.

Demostracion: Basta demostrar que el subconjunto (0,1) C R es no numerable. Si lo fuese,
existirfa una sucesién® {s, } cuyos términos constituirfan todo el intervalo. Escribamos los s,
como decimales infinitos, es decir, s, = 0, Up, Un,Un, - - ., donde cada u,, = 0,1,...,9. Ahora
construimos el siguiente niimero real:

1 siu,, #1
y=0,v1v2v3 ..., donde Un, —{ 2 siu, —1

Ningun término de la sucesién {s,} puede ser igual a y, con lo cual hemos demostrado que
los elementos del intervalo (0, 1) no pueden ser “contados” (puestos en equivalencia uno a uno
con los elementos de una sucesién). El conjunto (0,1) C R no es numerable, y por lo tanto R
tampoco.

1.12. El sistema de nimeros complejos C.

Histéricamente los nimeros complejos surgieron a partir del esfuerzo de los matemaéticos por deducir
formulas generales algebraicas para encontrar las soluciones de las ecuaciones polindémicas de tercer y
cuarto grado. Consideremos por ejemplo la ecuacién 2% — 152 — 4 = 0. Es facil comprobar que una posible
solucién es x = 4. El matematico italiano Gerolamo Cardano habia encontrado ya en el siglo XVI la
siguiente férmula para obtener soluciones de la ecuacién ctibica especial 23 + az + b = 0,

s b+ b2+a3+3 b b2+a3
TV 2T VT Ty 2 Va1 Tar
Si aplicamos esta formula a nuestro ejemplo tenemos

r= {24 Vo121 + (/2 - Vo3I

Lo cual es un problema, porque no existe ningtin nimero real cuyo cuadrado sea —121. Ahora bien, si
insistimos en manipular el simbolo v/—1 segtin las reglas habituales del algebra, sin preocuparnos por su
significado, podemos comprobar facilmente que

(24 v=1)" =2+ V=121

En efecto, para evitar confusiones y hacer la notacién més corta escribamos i = v/—1, entendiendo que
esto implica i2 = —1. No sabemos todavia el significado del misterioso ntimero 7, todo lo que sabemos es
que su cuadrado es —1, pero eso es todo lo que necesitamos en este momento. Con ayuda de este simbolo
la ecuacion anterior se escribe como

2+i)° =24 vV=1V121 = 2 +i11.

Puedes comprobar sin dificultad que la igualdad anterior es correcta?,

(2+414)% =28 +3x 2% +3x 2% + % = 24411
Estamos entonces autorizados a escribir
V24 V=121 =2+ V—1, /2 — V=121 =2 — /—1.
Ahora la férmula de Cardano se nos convierte en
r=(24+V-1)+ (2-V-1),

que proporciona la solucién correcta x = 4 porque los simbolos /—1 se cancelan y no importa su
significado. Asi pues, aunque nos hemos atrevido a manipular un simbolo cuyo significado desconocemos,

8Definiremos el concepto de sucesidon més adelante, pero las nociones previas que el lector probablemente ya tiene sobre
sucesiones pueden ser suficientes aqui.
9Recuerda que (a + b)3 = a® + 3a2b + 3ab? + b>.
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el resultado final no depende de él y es correcto (el valor z = 4 satisface la ecuacién z3 — 150 — 4 = 0).
El sfmbolo %, con la regla de que 3> = —1, fue usado formalmente durante varios siglos en expresiones
algebraicas con numeros reales sin una idea clara de su significado, justificando el procedimiento por el
sencillo motivo de que los resultados finales eran correctos. A los nimeros del tipo a + ib se les llamé
numeros complejos, y hubo que esperar hasta la primera mitad del siglo XIX para que Gauss y Hamilton,
de modo independiente y casi simultdneo, propusieran una interpretaciéon geométrica de estos nimeros y
facilitasen su definicién como pares ordenados de nimeros reales cumpliendo ciertas propiedades.

La irrupcion en la matemaética de los niimeros complejos recuerda en cierto modo a la de los niimeros
irracionales. Los matemadticos griegos, ante la imposibilidad de calcular el didmetro de un cuadrado de
lado unidad usando sélo los nidmeros que conocian entonces (enteros y cocientes de enteros), hubieron
de plantearse la posibilidad de que existiesen nimeros no racionales como /2, aunque la definicién,
construccién y tratamiento riguroso de los niimeros reales tuvo que esperar casi 25 siglos. Del mismo
modo, la biisqueda de soluciones para ecuaciones como 22 + 1 = 0 condujo a la segunda gran ampliacién
del sistema de nimeros conocidos. Es importante que el lector comprenda, no obstante, que el sistema de
nimeros complejos es mucho mas que una curiosa invencién matematica. Su utilidad en todas las ciencias
y la ingenieria es enorme. Realmente son mucho mds que nimeros imaginarios.

Definicién 18 Un nimero complejo es un par ordenado de nimeros reales, z = (x,y). Al primer miem-
bro del par se le llama parte real, Re(z) = z, y al segundo parte imaginaria, Im(z) = y. Dos nimeros
complejos, z1 = (x1,y1) Yy 22 = (x2,y2), son iguales si, y sdlo si, x1 = T2 € Y1 = Ya.

Definicién 19 Dados dos nimeros complejos z1 = (x1,y1) y 22 = (x2,y2), definimos su suma y su
producto como:

21 + 22 = (w1 + T2, Y1 + Y2) 2129 = (172 — Y1Y2, T1Y2 + Y172)
Definicién 20 Dado z = (z,y) € C tal que z # (0,0), definimos
_ z Y
Zi $2+y2’$2+y2

C tiene estructura algebraica de cuerpo. Los ndmeros complejos de la forma (x,0) tienen las mismas
propiedades algebraicas que los niimeros reales. El conjunto Cy = {(z,y) € C | y = 0} es isomorfo a R y,
evidentemente, Cy C C, por lo tanto todo niimero real es un caso especial de nimero complejo.
Definicién 21 Definimos la unidad imaginaria como i = (0,1).

i es solucién de la ecuacién 22 + 1 = 0.

’Teorema 14 Todo z € C puede escribirse como z = x + 1y.

z=(z,y) = (z,0) + (0,y) = z(1,0) + y(0,1) = = + iy.

Definicién 22 Sea z = x + iy € C. El conjugado de z es z = x — iy = (x, —y).

Representacion geométrica: Hemos definido los nimeros complejos como pares ordenados de nimeros
reales, (z,y), y por lo tanto estdn en correspondencia biunivoca con los puntos del plano. En otras
palabras, a todo z = (z,y) € C le corresponde un punto del plano, y sélo uno. En esta representacién
geométrica al eje de abscisas se le llama eje real, y al de ordenadas eje imaginario. La suma de ntimeros
complejos coincide con la suma habitual de vectores en el plano. El conjugado de z es el vector simétrico
respecto del eje real.
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Coordenadas polares: Denotando por r = y/x2 + 3?2 la distancia de un punto del plano al origen, y por
0 = arctg(y/x) el dngulo que forma su vector de posicién con el eje real, podemos escribir todo nimero
complejo como z = x + iy = rcosf + irsenf. Al dngulo 0 se le llama argumento del niimero complejo.
Hay infinitos valores de 6 que satisfacen la ecuacién z = z + iy = rcosf + irsen6, y cada uno de ellos
es un argumento de z. Se denomina argumento principal de z al valor de § que cumple 6 € (—m, 7). A r
se le llama médulo del nimero complejo, 6 valor absoluto, y se denota también por |z|. El médulo de un
numero complejo verifica las mismas propiedades que el valor absoluto de los nimeros reales, al cual se
reduce en el caso particular de un niimero real.

2] 20, |2]=04=2=0, |a—2z[=lz-al |a+z2l<|al+]|z
z 2| . -
|z122| = |21]|22], s ngzg#o, 25 = |22
za| |zl

Definicién 23 Argumento de un nimero complejo. Sea z = x + iy € C un nimero complejo no nulo. El
Unico numero real 6 que satisface las condiciones

x =|z|cos(f), y=]|z|sen(d), -—-7wT<O<+7
se llama el argumento principal de z y se denota por 6 = arg(z).

Definicién 24 Exponencial compleja: Dado z = x + iy € C, definimos €* = e*t%W como el mimero
complejo e*(cosy + iseny).

Para una justificacion de esta definicién puedes consultar el volimen 1 del libro Calculus de
Tom M. Apostol (pagina 447 en la seccién 9.7 de la edicién de Reverté de 1991). Obsérvese que
la exponencial compleja cumple las propiedades usuales de la exponencial real. Por ejemplo,
e*1e® = e*17%2 Obsérvese que e* jamas es cero. Si x € R entonces |¢®®| = 1. Por otro lado,
e* =1 si, y s6lo si, z es un multiplo de 273.

Usando la definicién de exponencial compleja, todo nimero complejo z # 0 puede escribirse
como z = re'?, donde r es su médulo y 6 su argumento. Esta notacién polar es muy 1til para
la multiplicacién y la divisién de nimeros complejos.

Teorema 15 Si z # 0 es un nimero complejo y n € ZT, entonces ezisten exactamente n nimeros
complejos distintos, zo,z1,%22,-..,%n—1, llamados raices n-ésimas de z, tales que zj; = z para todo
k=0,1,2,...n — 1. Estas raices estdn dadas por la férmula

. 21k
zk:|z|1/"el¢’“, con qbk:&(z)—&—%, k=0,1,2,...n—1

Estas raices estan distribuidas equidistantemente sobre el circulo centrado en el origen y de
radio r = |z|'/". A la hora de calcular las raices enésimas de un cierto nimero complejo, z,
lo primero que uno debe hacer es escribirlo como z = |z|ei(9+2k”), luego dividir el exponente
entre n, y a continuacién dar a k los valores 0, 1,2,...n— 1 para obtener n niimeros complejos
distintos. Observa que si sigues ddandole valores a k vuelves a obtener las mismas raices que ya
has encontrado, es decir, para k = n se obtiene la misma raiz que para k =0, para k =n+1
la misma que para k = 1 etc.
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Definicién 25 Logaritmos complejos. Sea z # 0 un nimero complejo. Si w es otro nimero complejo tal
que e* = z, entonces w se denomina un logaritmo de z. El valor particular dado por w = log |z|+ i arg(2)
se llama logaritmo principal de z, y lo denotaremos por Log(z).

Log(z) = log |z| + i arg(2)

Todo nimero complejo de la forma log |z|+1i arg(z)+4i2nm, con n € Z, es también un logaritmo
de z. En otras palabras, la funcién log es multivaluada.

Definicién 26 Potencias complejas. Dado un nimero complejo z # 0 y w € C cualquiera, definimos

LW — ewLog(z)

Obsérvese que definimos las potencias complejas de z s6lo en términos de su logaritmo princi-
pal, Log(z). Si no lo hacemos as{ encontrarfamos dificultades en el caso especial de la exponen-
ciacién compleja, porque la la notacién e’ podria representar multiples nimeros complejos.
En efecto, si modificamos la definicién z% = e*°8(*) sustituyendo el logaritmo principal por
otro cualquiera, por ejemplo log(z) = Log(z) +42m, tendriamos lo siguiente para el caso z = e:

61«9 _ 616’ log(e) _ 629(1+127T) _ 67271'0«%20 _ 67271’96%0.

Mientras que si nos restringimos a Log(e) = 1, tenemos:

eié _ eiQ Log(e) _ eiO.

La definiciéon que damos aqui es la que aparece en el libro Andalisis Matemdtico, de T.M.
Apostol, y nos lleva a una potenciacién compleja univaluada. Sin embargo, en la mayoria
de los libros de andlisis complejo se usa la funcién multivaluada log, en lugar del logaritmo
principal Log, para definir la potenciacién compleja, lo cual conduce a que la notacién z%
pueda representar miltiples nimeros complejos. Veremos otro ejemplo en los ejercicios.

Ahora que tenemos definida la potenciaciéon compleja general podemos considerar también
logaritmos en otra base distinta a e, es decir, logaritmos no naturales. Recordemos que los
logaritmos reales en distintas bases se relacionan por medio de la siguiente expresion,

logy (z) =

Es facil comprobar que esta igualdad se mantiene en el caso de ntimeros complejos, por lo
tanto podremos escribir un logaritmo complejo en base genérica u de la siguiente forma,

Log(w)
Lo = ,
g, (w) Tos(n)
Obsérvese que el par de ecuaciones
e = cos(h) +isen(f)
e ® = cos(f) —isen(h)
conduce a » » » »
e’ +e! e —e™!
)= —— )= —
cos(0) 5 sen(6) 57
Lo cual motiva la siguiente definicién.
Definicién 27 Senos y cosenos. Dado z € C definimos:
eiz + efiz eiz _ efiz
cosz = ———, senz = ————
2 23

Obsérvese que esta definicién nos permite escribir e** = cos(z) + isen(z) para un nimero
complejo arbitrario z. Por otra parte, cuando z es un nimero real la definiciéon se reduce al
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seno y coseno usual de un niimero real. En general los senos y cosenos de ntimeros complejos
pueden ser mayores que la unidad. Ejemplo:

ei(m/2+ilog2) _ ,—i(m/2+ilog2)

24

sen (g +ilog 2) =
eim/2e=1082 _ o=im/2¢log2 j(1/2) — (—i)(2) 5

2i 2i 4

Sin embargo, la relacién sen?(z) + cos?(z) = 1 se cumple siempre (compruébalo).
El sen(z) y el cos(z) cuando z es imaginario puro, es decir, z = iy, conducen a:
ey + efy efy — ey ‘ey — efy

5 sen(iy) = 5 =

cos(iy) =

Estas combinaciones de funciones reales resultantes para y reciben el nombre de coseno y seno
hiperbdlico.

€Y +e Y eV — eV

cosh(y) = 5 senh(y) = 5

De modo que se cumplen las relaciones

cos(iy) = cosh(y), sen(iy) = isenh(y)

19

Se pueden definir los senos y cosenos hiperbdlicos para cualquier nimero, sea complejo o real puro.

Definicién 28 Senos y cosenos hiperbdlicos. Dado z € C definimos:

e +e” e —e ”
coshz = ———, senhz = ——
2 2

En los ejercicios veremos que se verifica cosh? z — senh? z = 1. Si tomamos z € R, podemos
aprovechar la expresién cosh® z — senh? y = 1 para escribir las coordenadas de los puntos de
la rama derecha de la hipérbola equildtera 22 — % = 1 como (cosh 6, senh ), con 6 > 0, de
ahi la denominacién de funciones hiperbdlicas.
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1.13. Ejercicios.

20

1. Demostrar a partir de los axiomas de cuerpo de los nimeros reales las siguientes proposiciones:

Sean a,b,c,d € R.

a) Sia+b=a+c, entonces b = c. e) Siab=0, entonces a =06b=0.
b) Siab=acy a0, entonces b = c. f) Sia#0yb+#0 entonces

¢) 0-a=a-0=0. 1/(ab) = (1/a)(1/b).

d) El elemento 0 no tiene inverso. g) ¢4+ =1adthe gipL0yd#0.

2. Demostrar por induccién:

(a) ZZ _ n(n2+ 1) ) Zis _n (n+1)

4
i=1
", nm+1)2n4+1) " 1=t
(c) 222: ( )6 (d) Zx’:ﬁ7 r#1
i=1 =0

3. Demostrar la férmula aditiva de los coeficientes combinatorios'?, también conocida como ley del

tridngulo de Pascal,
n n n\ (n+1
k-1 k) k)

n n!
= = -1 —-2)...1 I=1.
donde <k) TRk n!l=nn—1)(n—2) , y O

4. Demostrar por induccién la férmula del binomio de Newton: (a + b)" = Z (Z) akpnk,
k=0

5. Obtener las férmulas de la suma de una progresién aritmética y de una progresién geométrica:

ia-—n+1(a +an), a;=ag+di ib-—ibo_b"“ b = bor”’
ar (a 2 0 n)s 1 — WO »017 1—r ) 1 — Y0
1= i=

6. Probar que V2 +3 y /9 son irracionales.

. : N . axr +b
7. Si a,b,c,d son racionales y x es irracional, probar que el nimero real @« = ——

] } ) cx+d
irracional. Digase en qué casos se dan las excepciones.

8. Determinar el supremo y el infimo, si existen, de los siguientes conjuntos:

a) A={reQ|2r®—1< 17} como subconjunto de Q.
b) M = {x € R| 2% — 22 < 2} como subconjunto de R.

9. Determina, si existen, el supremo, infimo, maximo y minimo de los siguientes conjuntos:
Ry @ A=(0,1; B={zec[0,1]nl}; C={ze[0,1]]NnQ}.

es, en general,

10Estos niimeros aparecen en la resolucién de problemas combinatorios. Supongamos que nos dan un conjunto de n letras
distintas del alfabeto espafol y que nos piden calcular el nimero de posibles subconjuntos de k elementos (con k < n).
Tenemos n posibilidades distintas de escoger al primer elemento, n — 1 de escoger al segundo, n — 2 de escoger al tercero

etc., es decir,
n!

(n— k)

Pero no todos esos subconjuntos son distintos. Para k = 3, por ejemplo, los seis conjuntos siguientes son iguales,

{a,b,c}, {b,c,a}, {ca,b}, {a,c,b}, {c,b,a}, {b,a,c}.

nn—1)(n-2)...(n—k+1) =

Con este método cada subconjunto de k elementos se cuenta exactamente k! veces, por lo tanto debemos dividir el nimero

anterior por k! para obtener

n n!
(k) CEIE
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Expresar los siguientes niimeros complejos en las formas a + ib y re*?

a) (1+4)° b) ;‘_LZ ¢) 410 d) % (TJ:T)

Probar las siguientes propiedades de la conjugacion compleja:

a) z1+ 22 = Z1 + Zo. d) z+z =2Re(2).

b) Z173 = Z120.

c) zz=|z|% e) z—z=2iIm(z).
Probar la férmula de Moivre:

(cos@ +isen )" = cos(nd) + isen(nd)

siendo m un entero positivo y 6 un ntimero real.
Demostrar que las raices n-ésimas de 1 vienen dadas por {a,a?,...,a"} con a = e2m/" vy probar

que las raices distintas de 1 satisfacen 1+ 2 + 22+ 22 +...4+2"! = 0. Dado z un nimero complejo
arbitrario y zj sus raices n-ésimas, probar que zp 4+ z1 + 22+ ...+ zp—1 = 0. Dar una interpretacién
geométrica de este resultado.

A partir de las propiedades de la exponencial compleja, deduce las férmulas para del coseno y
seno de la suma de dngulos reales: cos(6 + ¢) = cos(0) cos(¢) — sen(f) sen(¢) y sen(f + ¢) =
sen(6) cos(¢) + cos(6) sen(g).

Demostrar las siguientes propiedades de las funciones trigonométricas hiperbdlicas:

a) cosh?(a) —senh?(a) =
b) cosh®(a) + senh?(a) = cosh(2a)
¢) cosh(a + b) = cosh(a) cosh(b) + senh(a) senh(b).
d) senh(a —|— b) = senh(a) cosh(b) + cosh(a) senh(b).
e) senh(2a) = 2senh(a) cosh(a).
f) cosh(2a) =1+ 2senh?(a).

)

g) 1 —tanh?®(a) =1/ cosh®(a).
h) 1 — cotanh®(a) = —1/senh?(a).

Dado un niimero complejo z = = + iy, demostrar la expresiones:
(a) cosz = coszcoshy — isenzsenhy, (b) senz = senzcoshy + icosxzsenhy.

La tangente de un ntmero complejo se define como tgz = sen z/ cos z. Demostrar que, para z =
x + 1y se cumple

sen(2z) + i senh(2y)

cos(2zx) + cosh(2y)

tgz =

Expresa en forma bindmica, es decir, del modo (a + ib), los siguientes niimeros complejos.

(a) Log(i). (e) (44 34)/(5— 6i). (i) =%

(b) ‘. (f) exp(l+1i).

(c) cos(2). (g) 5 +i?7. () Log(n’).
(d) 2. (h) 4°. (k) /3 — 4.

Supén que definimos la potenciacién compleja en términos de la funcién logaritmo multivaluada
(no el logaritmo principal), es decir, dado z = |z|e?, definimos z¥ = ¢“'°8(*)  siendo log(z) =
log(|z|) 4+ 0 + i2kn, con k € Z.

s Demuestra que con esta definicién no se cumple en general que %% =39 = 1.

» Usando esta definicién determina los posibles valores de i'/3. Observa que si hubiéramos usado
s6lo el logaritmo principal no habriamos obtenido las tres raices de /.

Expresa en forma exponencial los nimeros 2y = —4 — 44, 2o = (1 — i)3/ 2. Calcula el logaritmo
principal de z3 = 4 + 3.



Capitulo 2

Elementos de topologia en conjuntos
de puntos.

2.1. Introduccion.

En este tema vamos a estudiar las propiedades topoldgicas de los conjuntos de ntimeros reales, duplas
de ntimeros reales, triplas de niimeros reales y, en general, n-tuplas de nimeros reales que constituyen
los espacios euclideos n-dimensionales o R™. Comenzaremos generalizando conceptos ya utilizados en el
estudio de la recta real al caso de tener productos cartesianos de varias rectas reales, con el objetivo de
formular en primer lugar la definicién de espacio vectorial 6 espacio lineal. Esta generalizacion incluira las
operaciones fundamentales de suma, producto por un escalar y producto interior de dos vectores o puntos
n-dimensionales. Utilizando esta tltima operacién definiremos las nociones de norma o longitud de un
vector y de distancia entre puntos n-dimensionales junto con sus propiedades, asi como los conceptos de
espacio normado y espacio métrico.

A continuacion, utilizando la nocién de bola abierta centrada en un punto que puede definirse a par-
tir de cualquier distancia, introduciremos los conceptos topoldgicos bésicos de los subconjuntos de R”,
comenzando por los de punto interior, aislado, de acumulacién, adherente y frontera. Ello nos permitira
definir los conjuntos abiertos como aquellos cuyos puntos son todos interiores, y a los conjuntos cerra-
dos como aquellos cuyo complementario es abierto. Posteriormente relacionaremos las caracteristicas de
ambos tipos de conjuntos con las de su interior (conjunto de puntos interiores), adherencia (conjunto
de puntos adherentes), conjunto derivado (conjunto de puntos de acumulacién) y frontera (conjunto de
puntos frontera). Finalizamos el tema con la definicién de conjunto compacto como aquel que puede ser
recubierto mediante una familia finita de conjuntos abiertos, estableciendo ademaés la equivalencia entre
esta definicién y la propiedad de que el conjunto sea cerrado y acotado.

Con este tema se pretende, en primer lugar, que seas consciente de la importancia de los espacios n-
dimensionales en Fisica. Lo més probable es que hasta ahora hayas estudiado problemas en, a lo sumo, tres
dimensiones, pues el espacio en el que nos desenvolvemos habitualmente es tridimensional. Sin embargo,
a lo largo de la titulacién estudiaras con frecuencia problemas multidimensionales. Un ejemplo es el de
la relatividad, donde tendras que trabajar en un espacio tetradimensional que incluye, ademaés de las
tres dimensiones espaciales, al tiempo como cuarta dimensién. Otro ejemplo son los sistemas clédsicos
de N particulas cuyas propiedades estén determinadas por las posiciones y momentos de las mismas
(mecanica estadistica cldsica), que nos conduce a plantear espacios de 6N-dimensiones (espacios fésicos).
En mecénica cudntica incluso es necesario trabajar con espacios vectoriales de dimension infinita. Ademads,
una buena parte de las propiedades de las funciones, en especial las relacionadas con la continuidad, la
derivabilidad y la integrabilidad, pueden estudiarse en términos de las caracteristicas topolégicas de sus
dominios de definicién y de sus imégenes. Por lo tanto, conocer las caracteristicas de estos conjuntos es
importante a la hora de utilizar funciones para la descripcién de fenémenos fisicos.

Otro de los objetivos de este tema es que amplies el concepto que tienes de distancia més alla de
la distancia euclidea que estds acostumbrado a utilizar en el espacio tridimensional. Otras métricas y
distancias son posibles, y algunas de ellas tienen una importancia fundamental en Fisica, como la métrica
de Minkowski que se emplea en relatividad. Ademas de eso, muchos fenémenos fisicos se desarrollan en
la superficie de una esfera, donde las distancias entre dos puntos no pueden establecerse directamente
utilizando la métrica euclidea. Por ejemplo, si nos desplazamos desde Santiago hasta Nueva Zelanda, la
distancia que recorreremos no es la distancia euclidea entre esos dos puntos del espacio tridimensional,

22
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puesto que no atravesamos la tierra en linea recta sino que nos movemos sobre su superficie esférica.

2.2. Espacios normados y espacios métricos.

El Espacio Euclideo R".

Definicién 29 Sea n € Z*. El conjunto ordenado de m mimeros reales (z1,%2,...,2,) se llama punto
n dimensional o vector con n componentes. Los puntos o vectores se designardn con una sola letra con
flecha encima (o con negrita en la mayoria de los libros)

CL_":(.’El,CL'Q,...,fEn) g:(ylvaa"'ayn)

El nidmero xy, es la k-ésima coordenada del punto n dimensional ¥, ¢ la k-ésima coordenada del vector I.
El conjunto de todos los puntos n dimensionales se llama espacio euclideo' n-dimensional, ¢ n-espacio,
y se designa por R™.

El espacio més usual en fisica es R3, pero también son frecuentes espacios con mas o menos
dimensiones. R? 6 R! si alguna coordenada se mantiene fija. R con n > 3 para los espacios
de configuraciones con n grados de libertad en el estudio de la mecdnica cldsica, mecdanica
estadistica, mecénica cudntica, relatividad (4 dim). Es incluso necesario en mecénica cudntica
trabajar con espacios vectoriales de dimensién infinita. En todo caso, a partir de ahora para
nosotros n sera siempre un nimero entero positivo finito.

Definicién 30 Sean & = (x1,22,...,Zn) e ¥ = (Y1,Y2,-..,Yn) dos elementos de R™. Definimos entonces
lo siguiente:

(a) Igualdad: & =4 si, y sdlo si, x; =y; parai=1,...,n.

(b) Suma: T+ 4§ = (x1+y1,---,Tn + Yn).

(¢) Multiplicacién por escalares (nimeros reales): aZ = (axy,axa,. .., ax,)
(d) Diferencia: £ — =T+ (-1)§= (21 —y1,T2 — Y2y -+, Tn, — Yn)-

(e) Vector nulo u origen: 0= (0,...,0).

n
(f) Producto interior o producto escalar: Ty = Z TrYk-
k=1

n n
2 _ 2
> k= | D=
k=1 k=1

La norma |7 — if|| se llama también distancia® entre ¥ e §. R"™ es un ejemplo de espacio vectorial o
espacio lineal. Las propiedades de la (a) a la (e) dotan a R™ de estructura de espacio vectorial.

1/2
(g) Norma o longitud: ||Z|| = VZZ =

Definicién 31 El vector coordenado unidad iy de R™ es el vector cuya k-ésima componente es 1 y todas
las demds son cero. Wy = (1,0,...,0), iy = (0,1,...,0), 4, = (0,0,...,1).

Estos vectores son unitarios, ||u|| = 1, y ortogonales dos a dos®, @;i; = &;;, lo cual es lo
mismo que decir que son ortonormales. Cualquier elemento & = (z1,z2,...,2,) € R" se
puede escribir como & = x1U; + oz +. . . T, Uy,. Por lo tanto el conjunto de vectores {;}, con
i € {1,...,n}, constituye una base del espacio R™. A veces se escribe 4; en lugar de ; para
indicar que son unitarios. En fisica, la base de vectores ortonormales de R? suele denotarse

por {7, 7, k}

1Esto implica que definimos en ese espacio la norma euclidea y la tomamos como distancia entre puntos, cosa que
hacemos a continuacién.

2Més adelante se dara una definicién més general de distancia.

3El simbolo d;; es la delta de Kronecker. Toma el valor 0 si i # j y el valor 1 si i = j.
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Teorema 16 Propiedades de la norma. VZ, 4 € R™, Va € R, se verifica:
(a) |#] >0 VZ#0; |#]=0<+=Z=0.
b) Nl = lal 7]
(¢) 17 =gl =y — 7.
(d) |29 < ||Z|| |¥]l, (desigualdad de Cauchy—Schwarz).

(e) |Z+ 7l <I|Zl + |7ll, (desigualdad triangular).

Demostracion: (a), (b) y (c) son triviales. La (d) estd propuesta en un ejercicio. La (e) se
sigue de la (d) puesto que

n n

17+ 712 =3 (an +y)? =Y (23 + y2 + 2wyn) =
k=1 k=1

= 1217 + 171* + 227 < |IZ1* + 171> + 201z 171l = (|| + 171)?

Obsérvese que para n = 1 se reduce a la desigualdad triangular del valor absoluto, porque
para n = 1 la definicién de la norma coincide con la del valor absoluto de los ntimeros reales.

Sustituyendo & por ¥ — ¢/, e ¥ por ¢ — Z, podemos escribir la desigualdad triangular de otro
modo que se usa con frecuencia:

17 = 21| < [|€ = g1l + |5 — 2]

Un espacio con las propiedades (a), (b) y (e) se llama espacio normado. R™ es un espacio normado.

Definicién 32 Un espacio normado, M, es un espacio vectorial sobre un cuerpo K que estd dotado de
una funcidn con valores en R (norma), que satisface las siguientes propiedades VZ, 5 € M y Va € K.

(a) |E| >0 VE#£0; & =0 < &=0.
(b) llaz|| = |al | Z].
(c) 12+ gl < 2] + (|91

Los espacios normados son casos particulares de espacios métricos. Estos tltimos no son
necesariamente espacios vectoriales y se definen a continuacién.

Definicién 33 Un espacio métrico, M, es un conjunto no vacio de objetos (puntos) dotado de una funcion
d:MxM— R (métrica del espacio), que satisface ¥V x,y,z € M:

(a) d(z,z) = 0.

(5) d(a,y) >0 si @ #y.

(c) d(z,y) = d(y, ).

(d) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).

La métrica d puede considerarse como la distancia entre puntos, con lo cual las condiciones anteriores
se toman como la definicion de distancia.

Es evidente que todo espacio normado es un espacio métrico, porque basta definir d(Z, ) = ||& — ]|,
y las propiedades de distancia se siguen de las propiedades de la norma. En general pueden definirse en
R"™ otras distancias no asociadas a normas. La métrica de R™ inducida por la norma se llama métrica
euclidea. Cuando nos refiramos a R™ (espacio euclideo) se entenderd que su métrica es la euclidea mientras
no se diga lo contrario.

Ejemplos de otras posibles métricas:

d(Z, ) = [v1 — y1| + [v2 —y2| + ... + |20 — Yl

d(7,7) = méx{|x1 —yil,lz2 —yols .o |20 — yn‘}
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2.3. Conjuntos abiertos y cerrados.

Definicién 34 Dados dos conjuntos A y B, tales que A C B, se define el complementario de A relativo
a B comoB—A={zxeB|x¢ A} =C(A).

En lo sucesivo, cuando hablemos del complementario de un conjunto S y lo denotemos por
C(9), entenderemos que se trata del conjunto complementario de S relativo a todo el espacio
R™ a menos que se diga lo contrario. Es decir, entenderemos que C(S) =R" — S.

Definicién 35 Sea @ € R" y sea r un numero positivo dado. El conjunto de todos los puntos ¥ € R"
tales que ||Z — d|| < r se denomina n-bola abierta de radio r y centro d. La designamos por B(d,r) ¢
B(a).

B(a,r) ={Z e R" | d(Z,d) <}

La bola B(d,r) consta de todos los puntos cuya distancia a @ es menor que r. En una dimensién
es un intervalo abierto, en dos es un disco circular, en tres es el interior de una esfera. En n
dimensiones hablamos de n-bolas.

Definicién 36 Se dice que S C R™ es un conjunto acotado si estd contenido totalmente en una bola
B(d,r) para algin @ € R™ y algin r > 0.

Definicién 37 Sea S C R™.

» Un punto @ € R™ es interior de S si existe alguna n-bola abierta B(@) contenida en S, es decir,
B(@) C S. El conjunto formado por todos los puntos interiores de S se denomina interior de S y

suele denotarse por int(S) J S.

= Un punto @ € R"™ es exterior a S si eriste alguna n-bola abierta B(d) tal que B(@)(\S =0, o lo
que es lo mismo, si B(@) C C(S).

s Un punto @ € R™ es frontera de S si toda n-bola abierta B(&) contiene al menos un punto de S y al
menos un punto de C(S), o lo que es lo mismo, si B(@) ¢ S y B(@)(\S # 0. El conjunto de todos
los puntos que son frontera de S se llama frontera de S y se denota por 9S.

Definicién 38 Un conjunto S C R™ es abierto si, y sdlo si, S = int(S).

Esta definicién no sélo es valida para R™, sind también para cualquier espacio métrico genérico,
porque sélo la distancia inducida por la métrica interviene en la definicién.

Una definicién equivalente a la anterior es ésta: un conjunto se dice abierto si ninguno de sus
puntos frontera le pertenece.

Un intervalo abierto de R!, tal como (0,1), es un conjunto abierto, pero cuando ese mismo
intervalo lo consideramos como un subconjunto del plano, no es abierto. De hecho ningun
subconjunto de R! puede ser abierto en R? (salvo el conjunto vacio) porque tales conjuntos
no pueden contener una 2-bola. El conjunto vacio es trivialmente un conjunto abierto porque
() = int(()). El mismo espacio R™ es también un conjunto abierto porque todos sus puntos son
interiores.

El producto cartesiano de intervalos abiertos unidimensionales, (a1,b1) X ... X (an,by), es un
conjunto abierto de R™ llamado intervalo abierto n-dimensional, y se suele designar por (@, b).

Definicién 39 Un conjunto S C R™ es cerrado si su complementario R™ — S es abierto.

Una definicién equivalente a la anterior es ésta: un conjunto se dice cerrado si todos sus puntos
frontera le pertenecen.

El intervalo [a, b], considerado como subconjunto de R!, es cerrado porque su complementario
es abierto: (—oo, a)U (b, +00). El producto cartesiano de intervalos cerrados unidimensionales,
[a1,b1] X ... X [an,by], es un conjunto cerrado de R™ llamado intervalo cerrado n-dimensional,
y se suele designar por [a, 5]

Obsérvese que, de acuerdo con esta definicién, los conjuntos especiales R™ y () son a la vez
abiertos y cerrados, porque uno es el complementario del otro y previamente hemos demostra-
do que los dos son abiertos. Un conjunto puede no ser ni abierto ni cerrado, como por ejemplo
el intervalo [0, 1).
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Teorema 17 La union de una coleccion arbitraria de conjuntos abiertos es abierta.

Demostracion: Sea F una coleccién de conjuntos abiertos y sea S la unién de todos ellos, es
decir, S = [J,cp A. Supongamos que & € S, entonces & debe estar en al menos uno de los
conjuntos de la coleccion F', que podemos llamar A. Entonces £ € A. Como A es abierto existe
una n-bola abierta tal que B(Z) C A, lo cual implica que B(Z) C S y por lo tanto & es un
punto interior de S. Asi vemos que todo punto de S es un punto interior a .S, por lo tanto .S
es abierto y el teorema queda demostrado.

Ejemplo: consideremos la coleccién de intervalos abiertos dada por
F={(a,b)CR | 0<a<l, 0<b<1, a<b}.
Se trata de una coleccién infinita no numerable. Su unién es es un conjunto abierto:
U 4a=0.1).
A€F

El intervalo (0,1) también se puede poner como la unién de una coleccién numerable de
abiertos:

oot -{(L1) 1rezaza), Ja-on
k=1

Teorema 18 La interseccion de una coleccion finita de conjuntos abiertos es abierta.

Demostracion: Sea S = [\, A, y cada Ay un abierto. Si S = 0 no hay nada que demostrar
porque el conjunto vacio es abierto. Si S # ) tomemos un Z € S. Entonces & € Ay, para cada
k=1,2,...m,y por lo tanto existen m n-bolas abiertas B(Z,ry) C Ag. Sea r el menor de los
m ndmeros positivos r1,79,..., 7. Entonces & € B(Z,r) C S, con lo cual deducimos que &
es un punto interior y por lo tanto S es abierto.

Es importante el requisito de que la coleccién sea finita, porque el teorema no es en general
cierto para colecciones infinitas. Por ejemplo, la interseccién de los infinitos intervalos abiertos
de la forma (—1/n,1/n) donde n € Z* es el conjunto cuyo tnico elemento es el 0, y por lo
tanto es un conjunto cerrado.

Teorema 19 La unidn de una coleccion finita de conjuntos cerrados es cerrada, y la interseccion de
una coleccion arbitraria de conjuntos cerrados es cerrada.

Demostracion: Es inmediata, basta aplicar los teoremas 17 y 18 a los conjuntos complemen-
tarios, que son abiertos porque, dada una coleccion F arbitraria de conjuntos A se tiene:

c<ﬂA>U0(A) y C<UA>ﬂO(A)

AeF AeF AeF AeF

Es decir, el complementario de la interseccién es la union de los complementarios, y el com-
plementario de la unién es la interseccién de los complementarios.

Obsérvese que la unién de una coleccién arbitraria de conjuntos cerrados no es necesariamente
cerrada. Por ejemplo, G = {[a,b] | 0 <a <1, 0<b<1, a< b} esuna coleccién no
numerable de cerrados, y su unién es un abierto: U A=(0,1).

AeG

Teorema 20 Si A es abierto y B es cerrado, entonces A — B es abierto y B — A es cerrado.

Demostracion: Basta observar que A — B = AN (R™ — B) es la interseccién de dos conjuntos
abiertos, y que B — A = BN (R™ — A) es la interseccién de dos conjuntos cerrados.
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2.4. Puntos adherentes y puntos de acumulacion.

Definicién 40 Sea S C R"™, y sea & € R™, aunque no necesariamente de S. Se dice que X es adherente a
S si toda n-bola B(Z) contiene un punto de S, por lo menos. El conjunto de todos los puntos adherentes
de S se llama adherencia 6 clausura de S y se denota por S.

Todo Z € S es adherente a S, es decir, S C S. Si S C R est4 acotado superiormente entonces
el sup(S) es adherente a S. Si tomamos el intervalo abierto en R, S = (a,b), entonces a y
b son adherentes a S, pero no pertenecen a S. La adherencia de un conjunto es siempre un
conjunto cerrado.

Definicién 41 Sea S C R", y sea ¥ € R™, aunque no necesariamente de S. Se dice que T es un punto
de acumulacion de S si toda n-bola B(Z) contiene por lo menos un punto de S distinto de . Si & € S
y no es un punto de acumulacion de S, entonces se denomina punto aislado. El conjunto de todos los
puntos de acumulacidn de S se llama conjunto derivado de S y se denota por S’.

Noétese que & es un punto de acumulacién de S si, y sélo si, & es adherente a S — {Z}. El
conjunto de los ntimeros de la forma 1/n, con n € Z*, tiene al 0 como punto de acumulacién.
El conjunto de los ntimeros racionales tiene a cada nimero real como punto de acumulacion.
Cada punto del intervalo cerrado [a, b] es un punto de acumulacién del intervalo abierto (a, b).

Si & es un punto de la frontera de S, entonces es un punto adherente a S y adherente a
R" — S. Es decir, se cumple la relacién # € S <= £€ S, y £ € R* - S, por lo tanto
podemos escribir S = S NR"™ — S, lo cual implica que A5 es cerrado en R™, por ser la
interseccién de dos conjuntos cerrados.

Teorema 21 Si & es un punto de acumulacion de S C R™, entonces toda bola B(Z) contiene infinitos
puntos de S.

Demostracion: Si no fuese asi tendria que existir una bola B(Z) con un nimero finito de puntos
de S distintos de Z. Podemos denotar esos puntos por day, ds, ..., a,. Tomamos las distancias de
estos puntos a Z y elegimos la menor de ellas, es decir, r = min{d(Z, @), d(Z, az), ..., d(Z, d,)}.
Entonces la bola B(Z,r/2) no contendria ningin elemento de S distinto de &, con lo cual
deduciriamos que Z no es un punto de acumulacién, en contradiccién con la hipdtesis de
partida.

Corolario: Si S tiene un punto de acumulacién entonces S es infinito. El reciproco, sin embargo,
no es cierto, porque Z es infinito y no tiene ningin punto de acumulacién. Esto es debido a que
Z no es un conjunto acotado. Parece claro, sin embargo, que todo conjunto infinito contenido
en una n—bola de radio finito (es decir, acotado) debe tener al menos un punto de acumulacién.
Este es un resultado importante conocido como Teorema de Bolzano—Weierstrass.

Teorema 22 (Bolzano—Weiestrass): Si un conjunto acotado S C R™ contiene infinitos puntos, entonces
existe por lo menos un punto de R™ que es un punto de acumulacion de S.

Teorema 23 Un conjunto S C R" es cerrado si, y sélo si, contiene a todos sus puntos adherentes, es
decir, si y sélo si S C S.

Demostracion: Sea S cerrado y Z un punto adherente a S. Si suponemos que Z ¢ S llegaremos
a una contradiccién. En efecto, si & ¢ S entonces & € R™ — S, y puesto que R™ — S es abierto
contendra alguna n-bola B(Z). Esto implica que B(Z) no contiene puntos de S, lo cual esta
en contradiccion con la hipétesis inicial de que Z un punto adherente a S.

Ahora debemos probar la implicacién inversa, es decir, supongamos que S contiene a todos
sus puntos adherentes y demostremos que de ello se sigue que S es cerrado. Sea ¥ € R™ — S,
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esto implica que & ¢ Sy, por lo tanto, que & no es adherente a S. Existe, entonces, una n-bola
B(Z#) que no tiene puntos de S, con lo cual B(Z) C R™ — S. Concluimos asi que R” — S es
abierto y, en consecuencia, S es cerrado.

Para todo conjunto se verifica que S C S, porque todo punto de S es adherente a S. El teorema anterior
prueba que la inclusién opuesta, S C S, se verifica si y sélo si S es cerrado. Por lo tanto podemos formular
el siguiente teorema.

Teorema 24 Un conjunto S C R™ es cerrado si, y sélo si, S = S.

Es evidente que para cualquier conjunto se verifica S = S U S’. Por otro lado, el teorema 24
nos asegura que si S es cerrado entonces S = S, lo cual nos lleva a reescribir la expresién
anterior como S = S U .S’ para conjuntos cerrados, es decir, S’ C S. Expresamos esto en el
siguiente teorema.

Teorema 25 Un conjunto S C R™ es cerrado si, y solo si, contiene a todos sus puntos de acumulacion. ‘

Obsérvese que este teorema solo garantiza que un conjunto cerrado contiene a todos sus puntos

de acumulacién, no que S = S’. Un contraejemplo sencillo es el conjunto S = [1,2] {3},
que contiene a todos sus puntos de acumulacién pero es distinto de su conjunto derivado,
S’ =11,2].

Definicién 42 Sea M un espacio métrico y A C M, S C M, dos subconjuntos. Se dice que A es denso
en S si se verifica A C S C A.

Ejemplos:
= Q es denso en R, porque Q = R.
s [ es denso en R, porque I = R.

La definicién matematica de densidad se corresponde en cierto modo con la idea intuitiva que
uno se hace de ella cuando piensa en nimeros: Q es denso en R porque siempre es posible
encontrar un nimero racional tan préximo como queramos a un nimero real dado. Lo mismo
sucede con los ntimeros irracionales.

Teorema 26 (Encaje de Cantor): Sea {Q1,Q2,...} una coleccién numerable de conjuntos no vacios
de R™ tales que

(a) Qr+1 C Qr, k=1,2,3,....
(b) Cada Qy es cerrado y Q1 acotado.

o0
Entonces S = ﬂ Q. es cerrado y no vacio.
k=1

Definicién 43 Una coleccion de conjuntos F se denomina recubrimiento de S C R™ 5i S C |J cp A. Se
dice también que F recubre a S. Si F' es una coleccion de abiertos, entonces F' se denomina recubrimiento
abierto de S.

Teorema 27 (Recubrimiento de Lindeldf): Sea S C R™ y F' un recubrimiento abierto de S. Entonces
existe una subcoleccion numerable de F que también recubre a S.

Teorema 28 (Heine—Borel): Sea S C R™ cerrado y acotado, y sea F' un recubrimiento abierto de S.
Entonces existe una subcoleccion finita de de F' que también recubre a S.




Métodos Matematicos I. Curso 2023/24. Edicién de 11 de septiembre de 2023 29

2.5. Conjuntos compactos.

Definicién 44 Sea S C R". Se dice que S es compacto si, y sélo si, cada recubrimiento abierto de S
contiene una subcoleccion finita que recubre a S.

Teorema 29 Para todo S C R™ las tres afirmaciones siguientes son equivalentes:
(a) S es compacto.

(b) S es cerrado y acotado.

(¢) Todo subconjunto infinito de S tiene un punto de acumulacion en S.

En general este teorema no se cumple para espacios métricos arbitrarios, pues en la de-
mostracién se utilizan propiedades particulares de R”. Sin embargo, la doble implicacién

’ S compacto <= S cerrado y acotado |, si es valida en un espacio métrico cualquiera.

2.6. Espacios topologicos.

Definicién 45 Un espacio topoldgico, X, es un conjunto de objetos junto a una coleccion de subconjuntos
de X que denotaremos por Y = {X,}, siendo X, C X, tal que se satisfacen:

(a) DeY;XeY.
(b) La union de una subcoleccion arbitraria de Y pertenece a Y.
(¢) La interseccion de una subcoleccion finita de Y pertenece a Y.

A los elementos de la coleccion de subconjuntos Y se les llama conjuntos abiertos.

Todo espacio métrico es también un espacio topoldgico, pues a partir de la métrica d(z,y) se
puede dar un criterio para definir los conjuntos abiertos que satisfacen las propiedades de la
definicién anterior. Hemos visto todo esto en el caso particular de R™, que es un ejemplo de
espacio topoldgico.

Cuando los conjuntos abiertos de un espacio topolégico X se definen a partir de una distancia
sobre X, tal como hemos hecho en el caso de R™, se dice que el espacio topoldgico es metri-
zable. La mayoria de los espacios topoldgicos que se estudian en el Anélisis Matemético son
metrizables, aunque existen espacios topoldgicos no metrizables que se estudian en Topologia
General.
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2.7. Ejercicios.

1. Demostrar la desigualdad de Cauchy—Schwarz,

n 2 n n
(Zakbk> < (Zai) (Zbi) con {ai,az,...,an} CR y {b1,ba,..., b} CR.
k=1 k=1 k=1

La igualdad se verifica si, y sélo si, 3 x € R tal que axx + by =0 para todo k=1,...,n.
2. Sean k y h aplicaciones definidas del siguiente modo:

k: R'xR" — R h: R*xR* — R
@9 — Xis e — vl (#,9)  — max{|z; —yil}

Demostrar que k£ y h son distancias en R™. En el caso n = 2 jcudles son las bolas abiertas y cerradas
de centro un punto arbitrario ¥ € R? y radio 1?

3. Demostrar que la aplicacién:
p: AxA — R
o — {98250)
es una distancia sobre A (distancia discreta) ;Cudles son las bolas abiertas y las bolas cerradas de
centro un punto arbitrario z € A y radio 17

4. Sean A y B dos subconjuntos de R™. Demostrar que si A es abierto entonces el conjunto dado por
C={c=a+b|lac A, be B} también es abierto.

5. Estudiar topoldgicamente los siguientes conjuntos:

a) A=7 d) D=Q
b) B =(0,1] e) E=1
o) C={(-D)"(1+;)|neZ} f) F={weC|lweZ}

Indicar si dichos conjuntos son abiertos, cerrados, o ninguna de las dos cosas. Indicar también sin
son compactos o no.

6. Estudia topolégicamente los siguientes subconjuntos de R?:

a) A={(z,y) eR? |0 <a®+y* <1}.

b) B ={(x,y) € R? |y = kx, k € R}. Siendo k un ntimero real fijo.
c) C={(z,y) eR? |z €[0,1] y € (0,1) NQ}.

d) D:{(Jc,y)ER2|x:%,nEZ"’,yE[O,l]}.

Indica si dichos conjuntos son abiertos, cerrados, o ninguna de las dos cosas. Indica también si son
compactos o no.

7. Demostrar:

a) AUB =
b) ANB

¢) C(int(A)) = (C(A)).
d) C(A) = int(C(A)).

NN
@l

U
N

N

8. Demostrar:
a) A = ANC(int(A)) = A — int(A).
b) A=0AUint(A).
¢) A es cerrado si y sélo si A =int(A) U JA.

9. Demostrar que el intervalo abierto (0, 1) no es un compacto considerando la coleccién F' de intervalos
(1/n,2/n) conn=1,2,3....
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10.
11.

12.

13.

14.

Determina si la aplicacién d(z,y) = |2? — y?| es una distancia en R. ;Y en RT U {0}?
Estudia topolégicamente el siguiente conjunto, argumentando tus conclusiones a partir de una
representacién esquemdtica del mismo: M = {(x,y) ER? |22 49 = (21/" + 31/")2, n e Z+}.

(Nota: deja este ejercicio para cuando sepas calcular el lim, o {‘/5)

Pon un ejemplo de un conjunto de ntimeros reales que no tenga maximo pero si supremo. Pon
otro ejemplo de un conjunto de nimero reales distinto de R, que no tenga maximo, ni minimo, ni
supremo, ni infimo, y que sea denso en R. Razona tus elecciones.

Da un ejemplo de subconjuntos A y B de un espacio métrico M tales que int(A) = int(B) = 0,
pero que int(AU B) = M.

Demuestra que el conjunto dado por S = {z = |z|e? € C ; 6 € Z} es denso en R2,



Capitulo 3

Limites y continuidad.

3.1. Introduccién.

En este tema estudiaremos los limites de las sucesiones numéricas y de las funciones reales, asi como la
continuidad de estas tdltimas. Ambos conceptos estdn directamente relacionados con las dos operaciones
que constituyen la base matematica esencial de la Fisica: la derivacion y la integracion de funciones. Por
lo tanto, la importancia de los contenidos de este tema en el ambito de la titulacion es fundamental.
Abordaremos en primer lugar los limites de las sucesiones numéricas, definiendo los conceptos de suce-
sién, subsucesion, sucesion convergente y sucesién no convergente. Seguidamente discutiremos algunas
consecuencias de la convergencia, como la unicidad del limite, la relacion de éste con la adherencia de la
sucesién, los limites de subsucesiones y el dlgebra de limites (incluyendo la parte relativa a las sucesiones
divergentes a +oo y los diferentes tipos de indeterminaciones que pueden aparecer: 0/0, co/00, co — o0,
1°°, etc.). Finalizaremos esta parte del tema con la definicién de sucesién Cauchy (aquella cuyos términos
se acercan unos a otros tanto como se desee) y demostraremos la convergencia de este tipo de sucesiones
en R”, lo que lo define como un espacio completo.

A continuacién aplicaremos el concepto de limite a las funciones reales, introduciendo en primer
lugar el limite de una funcién en un punto y relaciondandolo con los limites de sucesiones a través de
la sucesién de valores que toma la funcién para una sucesién definida dentro de su dominio. Ello nos
permitird, utilizando las propiedades de los limites de sucesiones, establecer de forma directa algunos
aspectos bésicos de los limites funcionales, como el algebra de limites de funciones y las definiciones de
limite direccional, limite asintético y limite de una funcién vectorial.

Basandonos en la nocién de limite de una funcién en un punto, seguidamente definiremos la propiedad
de continuidad local de funciones (continuidad de una funcién en un punto). Se estudiardn el dlgebra de
las funciones continuas (incluyendo la composicién de funciones) y la relacién entre la continuidad o no
de una funcién con las caracteristicas topoldgicas de las imdgenes y antiimagenes de conjuntos abiertos,
cerrados y compactos por dicha funcién, lo que nos permitird definir el concepto de homeomorfismo (una
biyeccién continua cuya inversa es continua) y discutir sus propiedades mds bésicas. Finalizaremos esta
parte del tema con dos teoremas fundamentales del analisis funcional, el teorema de Bolzano y el teorema
del valor medio, que estan directamente relacionados con la continuidad funcional y que son esenciales
para la graficacion de funciones y el estudio de propiedades como la derivabilidad y la integrabilidad.

La tultima seccion de este tema se dedicard a la extension de la nocion de continuidad desde su
cardcter inicialmente puntual a conjuntos de puntos (continuidad uniforme). Se establecerdn relaciones
entre el cardcter uniformemente continuo de una funcién y las caracteristicas topolégicas de su dominio,
como el teorema de Heine y el teorema del punto fijo, ambos necesarios para el desarrollo de aspectos méas
avanzados del andlisis matematico que el alumno estudiara en el futuro y para el desarrollo de aplicaciones
préacticas basadas en el cdlculo numérico. Finalmente, se discutiran las caracteristicas de los diferentes
tipos de discontinuidades que una funciéon puede presentar.

Como ya hemos comentado y se vera en detalle en el siguiente tema, el concepto de limite es fun-
damental en el estudio de la Fisica, pues es bésico para la definicién de la derivada. Lo mismo ocurre
con la continuidad de funciones, que como veremos mds adelante es una condicién necesaria para que
sean derivables. No obstante, hay aspectos de la continuidad o divergencia de una funcién que tienen una
influencia directa en Fisica. Un ejemplo son los efectos derivados resonancias, que se producen cuando
una perturbacién periddica actia sobre un sistema con la frecuencia de vibracién caracteristica del mismo
(frecuencia de resonancia), haciendo que la amplitud de sus oscilaciones diverja y pudiendo provocar su
colapso (copa de vino que estalla, puente de Tacoma que se derrumba, etc.)

32
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En la escuela secundaria el alumno se ha familiarizado ya con el concepto de limite tal como se
introduce en el célculo elemental, es decir, con el concepto de limite de una sucesién de niimeros reales o
limite de una funcién real de variable real. Aqui estudiaremos los limites en el marco més general de los
espacios métricos. En lo que sigue, denotaremos un espacio métrico genérico por (5, dg), donde dg es la
métrica definida en S. Comenzamos por definir el concepto de funcién entre dos espacios métricos.

Definicién 46 Sean dos espacios métricos (S,ds) y (T,dr). Una funcién f de S en T es una aplicacion
univoca de los puntos de S en puntos de T'. Se representa por f : S — T. A cada punto x € S se le
asocia un punto de T, y sélo uno, que se representa por f(x). Cuando S = R™ y T = R™ se suele escribir
f(f) Al conjunto S se le llama dominio de f, y al conjunto de puntos {f(x)} C T se le llama recorrido
de f (o conjunto imagen).

Ejemplos:

(a) f:R—R, flx) = 22

(®) fiRE—R, flwy,2) = Va2 +y? + 2%

(c) f:R* — R, f(2,y,2) = (f1(@,9,2), fo(@,9,2)) = (@ + y+ 2,22 + ¢* + 22).
Las funciones f(f) suelen representarse por (f1(Z), fo(Z),..., fu(Z,)). A los f; se les llama
componentes.

3.2. Sucesiones convergentes y sucesiones de Cauchy.

Definicién 47 Una sucesion de puntos en un espacio métrico (S,dg) es una aplicacién univoca de Z+
en S. Es decir, a cada nimero entero positivon = 1,2,... se le asigna un elemento de S, y sélo uno, que
denotaremos por x,. Denotaremos una sucesidn genérica por {x,}.

1

n?’

Ejemplo: n — z,, =

Definicién 48 Una sucesidn {x,} C (S,ds) es convergente si existe un punto p € S que satisfaga la
siguiente condicion:
Ve>0, IN € Z" | d(zn,p) <€ Vn > N.

O lo que es lo mismo:
VB(p,e), AN € Z* | 2, € B(p,e) Yn > N.

Se dice que {x,} converge a p y se escribe x,, — p, J bien, nl;rrgo Ty =P.

Si no existe un punto p que cumpla la propiedad anterior se dice que la sucesién es divergente, 6
que no converge. Obsérvese que de la definicién se sigue que x,, — p si, y sélo si, d(z,,p) —
0. En otras palabras, {z,} es convergente cuando, a medida que n crece, sus términos se
acercan todo lo que uno quiera al limite p. La convergencia de la sucesién {d(x,, — p)} hacia
0 se realiza en el espacio euclideo R*.

Ejemplos:
(a) En R?, {(%,n?)} diverge. (c) En R, {Zjirll} converge a 1.
(b) En R, {-5} converge a 0. (d) En (0,1], {%} no converge.

Los ejemplos (b) y (d) sirven para ilustrar el hecho de que la convergencia de una sucesién
depende tanto de ella misma como del espacio métrico en el que la consideremos.

Enunciamos a continuacién de forma rapida unas cuantas definiciones y propiedades sencillas:

» En el espacio euclideo R!, una sucesién {x,} se llama creciente si z,, < x,41 para todo n. Si una
sucesion creciente esta acotada superiormente entonces converge hacia el supremo de su recorrido.

» Andlogamente, una sucesién {z,} se llama decreciente si z,, > x,+1 para todo n. Toda sucesién
decreciente acotada inferiormente converge hacia el infimo de su recorrido.
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= Las sucesiones crecientes o decrecientes se denomiman mondtonas. Es usual referirse a ellas como
monotona creciente o mondtona decreciente, segtin sea el caso.

» Si{a,}y {b,} son dos sucesiones reales que convergen a cero, entonces {a,, + b, } también converge
a cero.

» Si0<b, <a, para todo ny {a,} converge a cero, entonces {b,,} también converge a cero.

Teorema 30 Unicidad del limite. Una sucesion {x,} C (S,ds) puede converger a un punto de S a lo
sumo.

Demostracién: Supongamos que T, — Py T, — ¢. Demostraremos que necesariamente p = q.
Por la desigualdad triangular tenemos 0 < d(p, q) < d(p, x,)+d(xy, ¢) Vn. Tanto d(p, x,) como
d(x,,q) tienden a cero, por lo tanto podemos afirmar que d(p,q) = 0 y, como consecuencia,
p = q. Silo queremos razonar con mas de detalle dirfamos que, dado € > 0, podemos encontrar
cierto N tal que d(p,z,) < ¢/2y d(xn,q) <€/2sin> N, por lo tanto tenemos 0 < d(p, q) <
5+ § = €. Deducimos asi que 0 < d(p,q) < 0+ € Ve > 0. Ahora aplicamos el teorema 1 y
concluimos que d(p, q) = 0, lo cual s6lo puede suceder si p = q.

Teorema 31 Sea una sucesion {x,} C (S,ds) que converge a p y sea T = {x1,xa,...} el recorrido de
{z,}. Entonces:

(a) T estd acotado.

(b) p es un punto de adherencia de T.

Demostracion:

(a) Basandonos en la definicién de convergencia, tomamos ¢ = 1 y buscamos un N tal
que se cumple que z, € B(p,1) para todo n > N. Como hay un numero finito de
términos de la sucesién anteriores a N, podemos encontrar un numero positivo r tal
que r > max{d(z1,p),d(z2,p),...,d(xN,p),1}, y entonces podemos afirmar que todos
los puntos de la sucesion estan dentro de la bola de radio r centrada en p, es decir,
Zn € B(p,r) ¥n, con lo cual T esta acotado.

(b) De la definicién de convergencia se sigue directamente que B(p, €) contiene algin punto
de T por pequeno que sea ¢, por lo tanto p es adherente a T'.

Corolario: En el caso de que T fuese infinito, toda bola B(p, €) contendria infinitos puntos de T', con lo
cual p seria un punto de acumulacién de T.

Observacion: si T es finito, como sucede por ejemplo en la sucesién dada por {z,, } = {1,2,3,4,5,5,5,5,5,...}
(z, = 5 para n > 5), puede ocurrir que en la bola B(p,€) sélo tengamos el propio punto p. El conjunto
de puntos de una sucesién {z,} es siempre infinito. No obstante, el conjunto de valores distintos que
toman los infinitos términos x,, (es decir, su recorrido) puede ser finito. En el caso anterior ese recorrido
es T =1{1,2,3,4,5,}.

Teorema 32 Sea T C (S,ds) y p un punto de S adherente a T (recuérdese que no es necesario que
p € T). Entonces existe una sucesion {x,} C T que converge a p.

Demostracion: Por ser p adherente a T, toda bola centrada en p contiene puntos de T. En
concreto, podemos considerar una coleccién de de bolas centradas en p y de radio 1/n, siendo
n € Z". Podemos asegurar entonces que para cada entero n > 1 existe un punto x,, de 1" tal
que d(p,z,) < 1/n. Asi construida, esta sucesién verifica que d(p,z,) — 0, por lo tanto la
sucesién converge a p.

Definicién 49 Dada una sucesion {x,}, se define una subsucesién de ésta como otra sucesion dada por
{Zpn)}, donde k : 77 — A C Z%1 es una aplicacion que preserva el orden, es decir, si m < n entonces

k(m) < k(n).
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) ., 11 _J1 ., 1111 B
Ejemplo: La sucesion { i } = {271} es una subsucesion de {1, '3 4,...} =
d

1
{ . La aplicacién k estarfa definida como k(n) = 2n.
n

Teorema 33 Una sucesion {x,} C (S,ds) converge a p € S si, y sélo si, cada subsucesion {Ty(,)}
converge a también a p.

Demostracion: Supongamos primero que x,, — p y deduzcamos que toda subsucesion {zj )}
converge también a p. En efecto, por ser p el limite de {x,,} sabemos que para todo € > 0 existe
un N tal que n > N implica d(z,,p) < €. Por otro lado, como {x,)} es una subsucesién de
{xn}, seal cual sea N siempre podremos encontrar otro entero M tal que k(n) > N sin > M.
Concluimos entonces que para todo € > 0 existe un M tal que d(zyn),p) < € sin > M, lo
cual prueba que xj,) — p. La implicacién contraria se verifica trivialmente porque {z,} es
una subsucesién de s{ misma.

En una sucesién no convergente pueden existir subsucesiones que si converjan. Examinese, por ejemplo,
la sucesién {z,} dada por

1 . .
- si n es impar . _ 2141
xn_{ o Sin es par }, es decir {xn}—{1,3,375,5,~-- .

La subsucesién de los términos de indice impar tiende a cero, mientras que la los términos de indice par
tiende a uno. Estos limites se denominan limites de oscilacidn de la sucesién {z,}.

Definicién 50 (limites de oscilacién) Sea {z,} una sucesion de nimeros reales. Se dice que o (siendo
a €R 6 a==x00) es un limite de oscilacion de {x,} si existe alguna subsucesion de {x,} cuyo limite es
a.

En una sucesion convergente sus términos se aproximan al limite, y por lo tanto también se aproximan
entre si a medida que crece n. El siguiente teorema establece esto de modo formal.

Teorema 34 Sea {z,} C (S,ds) una sucesion convergente en un espacio métrico. Entonces se cumple
que:

Ve>0 3N €Z% | d(xp,zm) <€ sin,m > N.

Demostracion: Sea p el limite al que converge {x,, }. Sabemos que para cualquier € > 0 podemos
encontrar un N tal que d(z,,p) < €/2 si n > N. Si tanto n como m son mayores o iguales
que N podemos aplicar la desigualdad triangular para obtener

A(@n, @) < d(wn,p) +d(p ) < 5 + 5 =

Definicién 51 (Sucesion de Cauchy) Una sucesion {x,} C (S,ds) de un espacio métrico se denomina
sucesion de Cauchy si cumple la denominada condicion de Cauchy:

Ve>0 3N €Z% | dxp,zm) <€ sin,m > N.

Obsérverse que {1/n} C (0,1] es una sucesién de Cauchy, pero no converge en el espacio
métrico en el que estd definida: (0,1]. Otro ejemplo: la sucesién de Cauchy {(1+ 1)"} c Q
no converge en Q.

Hemos visto que, en cualquier espacio métrico, toda sucesiéon convergente es de Cauchy. El
reciproco no es cierto en general, pero si es cierto en R™.

Teorema 35 En el espacio euclideo R™ toda sucesion de Cauchy es convergente.

Demostracion: Sea {Z,} C R™ una sucesién de Cauchy y sea T' = {Z1, &2, ...} su recorrido. Si
T es finito todos los términos de la sucesion son iguales, salvo a lo sumo un nimero finito de
ellos, lo cual significa que {#,} converge a ese valor comun.
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Supongamos ahora que T es infinito. Es ademas facil ver que T estd acotado, porque para
€ = 1 podemos encontrar un N tal que n > N implica ||Z, — Zn| < 1, lo cual significa que
todos los puntos 7, con n > N pertenecen a la bola de radio 1 y centro Zy, por lo tanto
podemos decir que T estd contenido en una bola de radio 1 + r y centro 0, donde 7 es el
méx(||Z1]], ..., ||Zn]||). Por ser T infinito y acotado, el teorema de Bolzano—Weierstrass nos
garantiza que admite un punto de acumulacién p'en R™. Comprobemos que la sucesién {Z,,}
converge a p. En efecto, por satisfacer la condicién de Cauchy sabemos que dado € > 0 existe
un N tal que ||Z, — % || < €/2 siempre que n > N y m > N. Por otro lado, por ser p punto de
acumulacién, la bola B(p,€/2) contiene necesariamente puntos #,, con m > N. Por lo tanto,
sin > N podemos escribir ||Z, — pl| < ||Zn — Zm|| + [|Zm — DIl < €/2+€/2 = ¢, 1o cual termina
la demostracién.

3.3. Espacios métricos completos.

Definicién 52 Un espacio métrico (S,d) se dice completo si toda sucesion de Cauchy en S converge en
S. Un subconjunto T de S es completo si el subespacio (T,d) es completo.

Tanto R como R™ son completos, pero no asi Q. La completitud resulta de utilidad para
probar la convergencia de algunas sucesiones.

Definicién 53 Sea {Z,} C S C R™. Se dice que T, 00 siVk>0 AN €Zt |Vn>N ||Z,| > k. Se
dice que esta sucesion es divergente y que diverge a 0o, ¢ bien que tiene limite infinito.

Observacion: no especificamos si la sucesién tiende a 400 6 a —oo, porque eso sélo tendria
sentido en R!.

Teorema 36 Sean {Z,} C S CR"™ e {§,} C S CR" dos sucesiones convergentes tales que T, — D e
Un — 4. Entonces las sucesiones {Zp+n} y {Tnln} son convergentes y sus lémites son, respectivamente,
la suma y el producto de los limites.

Demostracion: Para ver que el limite de la sucesién {Z, + ¢, } es la suma de los limites usamos
la desigualdad triangular del siguiente modo:

[Zn + Fn — 0+ DIl < 1Zn = DIl + |70 —

Para ver que {Z,¥,} converge al producto de los limites utilizamos la desigualdad triangular
y luego la de Cauchy-Schwarz:

S NZn(@n = DI + 0@ = D) < Tl 10 — qll + 121/ |7 — P

Poco se puede decir en general sobre el producto y suma de sucesiones divergentes.

= Siz, = o0 ey, = 0o, entonces T, + Y, — Oy Tpy, — 0. Pero si z, - —o0 e y, — oo nada
podemos decir en general sobre la sucesion x,, + y,, tenemos una indeterminacién del tipo oo — oc.

= Siz, = pey, = 00, entonces Ty, —> cosip >0y x,y, - —oo sip < 0. Sip=0 tendriamos
una indeterminacién del tipo 0 - co.

» EnRY 29 — pisiz, = pey, — q,siendo p# 06 q#0. En el caso de que p = ¢ = 0 tendriamos
una indeterminacién del tipo 0°. Si una de las dos sucesiones tiende a oo, en general el limite de
x¥n serd también oo, pero hay dos casos especiales que dan lugar a indeterminaciones: oo® y 1°°.

Teorema 37 Sea {x,} C S C R una sucesion tal que x, # 0 para todo n y que converge a p # 0.
Entonces la sucesion {1/x,} es convergente y converge hacia 1/p.
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Demostracion:
D—Tn
pxy

_ |xn - p|
|Zn||p]

Como |z, | estd acotado y |z, — p| — 0, tenemos el teorema demostrado.

T, P

1 1‘_

El limite de una sucesién cociente de otras dos, x,/y, es:
= Osix, >pey, = oo
= toosiz, > p#0ey, =0, 6biensix, > +ooey, —p#*0.
» Indeterminacién del tipo 0/0 si z, - 0 ey, =0

» Indeterminacién del tipo oco/oo si @, — £00 € y, — +0o

3.4. Funciones y limites de funciones.

Definicién 54 Sean (S,ds) y (T,dr) dos espacios métricos. Sea una funcion f : S — T. Sip es un
punto de acumulacion de S (puede ser que p ¢ S) y si b € T, la notacion
lm fz)=b

significa que para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que dp(f(x),b) < € siempre que © € S, © # p, y
dS(‘T’p) <.

En términos de bolas dirfamos que para toda bola Br(b) existe una bola Bg(p) tal que
f(x) € Br(b) siempre que x € Bg(p), x # p.

Esto significa que f(x) se puede acercar al limite b tanto como queramos siempre que x esté lo
suficientemente préximo a p. Este tltimo tiene que ser un punto de acumulacién de S para que
tenga sentido considerar puntos arbitrariamente proximos a €él, sin embargo no es necesario
que p pertenezca a S ni que b pertenezca a la imagen de la funcién f.

22°(y +1) + 9
2562 + y2

y demostremos que tiene por limite 1 cuando (z,y) — (0,0), a pesar de no estar definida en

el punto (0,0). En efecto, las distancias (euclideas) a considerar son

d((,y),(0,0)) = [[(z,y) = (0,0)] = v +¢?

|22%y + 222 + y? — 222 — 32| _ 222
P TR

Consideremos, por ejemplo, la funcién real definida en el plano como f(z,y) =

d(f(z,y),1)) = |f(z,y) — 1] = lyl < |yl

Entonces, dado € > 0 nos basta tomar § = € para asegurar que

Iz, 9) = (0,0)| = Va2 +y* <6 = [f(z,y) -1 < |yl < Va2 +y* <d=e

Teorema 38 Sean (S,dgs) y (T, dr) dos espacios métricos y f : S — T. Sea p un punto de acumulacion
de S y sea b € T. Entonces

lim f(z) =b — nlingof(xn):b Ve, S —{p} | zn—p

T—p

Corolario: Una funcién no puede tener dos limites diferentes cuando x — p. Esto se deduce a partir del
teorema anterior y de la unicidad del limite de una sucesion.
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Teorema 39 Algunas propiedades de los limites de funciones. Sea S C R™ y dos funciones
f:8S—R™, ¢g:5— R™, tales que

m_f(#) =@ lim §(%) = b

m
—p Z—p

Definicién 55 Dada f : S CR — T C R, definimos los limites por la derecha y por la izquierda como:

lim f(z) =0 <= Ve>0 36>0 tal que |f(x)—b<esi 0<z—p<d

z—pt

lim f(z)=b <= Ve>0 35>0 tal que |f(x)—Db<esi O<p—z<§

T—p~

En R” podemos elegir muchas “direcciones de acercamiento” diferentes a un punto dado p. Resulta asi

natural definir los limites direccionales a lo largo de rectas que pasan por p, e incluso los limites a lo largo

de curvas. Si existe el lim_ f (Z) entonces todos los limites direccionales a través de rectas que pasan por
Tr—p

ese punto coinciden, pero el reciproco no es cierto en general. Para calcular el limite a través de una curva

resulta conveniente escribir ésta tltima en su forma paramétrica. En el plano, por ejemplo, tendriamos

la curva (z1(t), z2(t)) v el punto p = (z1(tg), z2(to)), de modo que el limite seria:

lim  f(#)=b <= VYe>036>0 talque Hf(f)—EH <esift—to| <6
(z1(t),z2(t)) =7

También podemos definir limites reiterados del siguiente modo (denotamos & = (z1,x2) y p = (p1,p2),
restringiéndonos al caso de dos dimensiones. La generalizacién a espacios de mayor dimension es obvia.)

lim [ lim f(i")] = lim ¢(z1), lim { lim f(f)} = lim ¢(z2)
T1—p1 | T2—P2 T1—p1 T2—rp2 | T1—P1 T2—P2
»(z1) Y(z2)

Si existen los limites reiterados de una funcién en un punto, es necesario que éstos coincidan para que
exista el limite de la funcién en dicho punto. Sin embargo, no es una condicién suficiente, es decir, de
la coincidencia de los limites reiterados no podemos concluir la existencia del limite. Por otro lado, una
funcién puede tener limite en un punto atin cuando no existan las funciones limite ¢ y 1. El siguiente
ejemplo lo pone de manifiesto.

ﬂaw{'w’“m>°}, lim  f(z,y) =0,

—y, sizx <0 (z,y)—(0,0)

pero  lim f(z,y) =+y # lim f(z,y)=—y = Blim f(z,y)
z—0+ z—0~ z—0

Puede ocurrir que los limites direccionales calculados a través de rectas coincidan pero que la funcién

73

carezca de limite. Considérese por ejemplo la funcién definida en el plano como f(z,y) = ———,y
72 —

calculemos los limites direccionales en (z,y) = (0,0) a través de rectas que pasan por el origen, es decir,
rectas del tipo y = ax y también la recta x = 0:

3 2

, ) x o _ . .0
tigy fw,0m) = i i & SOy =lim =0

Sin embargo, esta funcién no tiene limite en el origen porque si lo calculamos siguiendo la curva y = z?—z>

obtenemos un valor distinto:
3 3

Ii 223 =1lim ———— = lim — = 1.
250 (@2 %) aclg%);ﬁ—(xz—x?’) :zzlg%)x?’
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Veamos otro ejemplo méas. Consideremos la funcién

i 2
ran={ 3 502

, siy==

Todos los limites direccionales en el origen coinciden y son iguales a cero, pero el limite calculado a través
de la pardbola y = 22 es 1, por lo tanto esa funcién no tiene limite cuando (z,y) — (0,0).

Definicién 56 Dada f: S C R — T C R, definimos los limites asintdticos como:

lim f(x)=b <= Ve>0 3k>0 tal que |f(z)—bl <€ si z>k

T—r+00

lim f(z)=b <= Ve>0 3k>0 tal que |f(x) —bl <€ si x < —k

r—r—00

Teorema 40 Sea f: S CR" — T C R™. Entonces

lim f(#)=b <= lim f;(=b; Yji=1,...,n
r—a

T—a

3.5. Funciones continuas.

Definicién 57 Sean (S,ds) y (T,dr) dos espacios métricos y f : S — T. Se dice que f es continua en
p € S si para cada € > 0 existe un 6 > 0 tal que dr(f(x), f(p)) < € siempre que dg(x,p) < J.

En términos de bolas dirfamos que f es continua en p € S si para todo € > 0 existe un > 0
tal que f(z) € Br(f(p),¢) siempre que x € Bg(p, ).

Si f es continua en todos los puntos de un conjunto A C S, se dice que f es continua en A.

La continuidad de una funcién f en el punto p nos asegura que puntos cercanos a p se aplican
por medio de f en puntos cercanos a f(p). Si p es un punto de acumulacién® la definicién de
continuidad implica que

Im f(z) = f(p)-

Si p es un punto aislado de S, entonces toda funcién definida en p serd continua en p, puesto

que para § suficientemente pequetio el inico punto que satisface dg(x,p) < d es el propio p, y
se tiene obviamente que dr(f(p), f(p)) = 0.

La continuidad asi definida es una propiedad local, es decir, depende del comportamiento de
f en las proximidades del punto p. Estudiaremos mas adelante la continuidad desde un punto
de vista global.

Teorema 41 Sean (S,dgs) y (T,dr) dos espacios métricos y f : S — T. Se dice que f es continua en
p € S si, y sélo si, para cada sucesion {x,} C S convergente a p, la sucesion {f(x,)} C T converge a

f(p).

f continuaen p <— nh_{go flzn)=f ( lim xn) = f(p)

n—oo

Teorema 42 Sean los espacios métricos (S,dg), (T,dr) y (V,d,). Sean las funciones f : S — T, y
g: f(S) C T — V. Consideremos la funcion compuesta h : S — V definida como h(x) = g[f(z)]
para x € S. Entonces si f es continua en p, y g es continua en f(p), se tiene que h es continua en p.

1Se necesita que p sea un punto de acumulacién para poder acercarnos todo lo que queramos a él a través de los puntos
de S, y poder asi utilizar el concepto de limite.
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S /\T/\V

N
pe e, b=1(p) e, 2(b)=g(f(p) =h(p)
5, S €
X ® o y=1(x) o g(y)=gf(x) =hx)
) - J~ J

Figura 3.1: Esquema de composicién de funciones.

Demostracion: Sea b = f(p). Por la continuidad de g en b, para cada € > 0 existe un ¢ > 0 tal
que d,(g9(y), g(b)) < € siempre que dr(y,b) < 4. Por otro lado, por ser f continua en p, para
este § existe un ¢ > 0 tal que dr(f(z), f(p)) < 0 siempre que dg(z,p) < ¢’. Combinamos
estas dos desigualdades, teniendo en cuenta que y = f(x) y b = f(p), para concluir que para
cada € > 0 existe un ¢’ > 0 tal que d,(h(z),h(p)) < € siempre que dg(z,p) < ¢, lo cual
implica que h es continua en p.

Podemos esquematizar la demostracién en R usando la distancia euclidea, para que quede
més claro (véase la figura 3.1):

Para todo € > 0 podemos encontrar un § > 0 tal que |y —b| < d = |g(y) — g(b)| < ¢, es
decir |h(z) — h(p)| < e. Por otro lado, para ese § > 0 podemos encontrar un ¢’ > 0 tal que
lz—p| <& = |f(z)—f(p)| <4, es decir |y—b| < §. Combinando las dos afirmaciones previas
podemos entonces asegurar que para todo € > 0 existe un ¢’ > 0 tal que |h(x) — h(p)| < € si
|x — p| < &', y el teorema queda demostrado. En simbolos tendriamos:

Por ser g continua: Ve >0 3§ >0 talque |y—b|<d = {

lg(y) — g(b)| < e }
|h(z) — h(p)| <€

Por ser f continua: V6 >0 3§ >0 tal que |z —p| < = { }g(f)b‘_icgp)l <9 }

Por lo tanto: Ve >0 38 >0 talque |z —p|<d = |y—bl <d = |h(z)—h(p)| <e

Es decir, h es también continua.

Ejemplo: tomemos las funciones f(x) = cos(z) y g(z) = 2. Tanto f como g son continuas
en todo R, por lo tanto podemos afirmar que las funciones compuestas cos?(z) y cos(x?) son
continuas también.

Teorema 43 Sean S C R™ y T C R™, y sean f: S—Tyqg:S— T dos funciones continuas
en § € S. Entonces también son continuas en [ las siguientes funciones: f + G, Af, f - G, ||ﬂ|, g1l
siendo X € R. Ademds, sin =m =1 entonces f/g también es continua siempre que g(p) #0, y1/f es
continua siempre que f(p) # 0.

En el caso de funciones reales de variable real, dos funciones continuas en todo R son la funcién constante,
f(z) =c Vx € R, y la funcién identidad, f(x) = = Va € R. Del teorema anterior se deduce inmediata-
mente que cualquier polinomio, f(z) = ag + a1 + asx® + ... + a,2™, también es una funcién continua.
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Figura 3.2: En este ejemplo tenemos Y = f(X;). Sin embargo X; # f~1(Y), porque f~}(Y) = X; U Xo.

La funcién 1/ f(z) también es continua excepto en las raices de f(z). Las funciones elementales, e”, log z,
senx, cosx, senh x, coshx, etc. son funciones continuas en todos los puntos en que estan definidas. Por
eso hacemos, por ejemplo, h'nb e® = eliMe—o® — 0 —

T—r

3.6. Continuidad y antiimagenes de conjuntos abiertos y cerra-
dos.

Definicién 58 Sea f: S — T. DadoY C T, la antiimagen de'Y por f, designada por f~1(Y), se define
como el mayor de los subconjuntos de S que se aplica en'Y por medio de f, es decir:

J7HY)={z eS| f(x) eV}

Nétese que esta definicién es 1til incluso aunque no exista la funcién inversa? de f. Si f
admite funcién inversa f~!, es decir, si es uno a uno, entonces la antiimagen de Y por medio
de f coincide con la imagen directa de Y por medio de f~1, es decir, con f~1(Y). Ademss,
se verifica que f~1(A) c f7}(B)si ACBCT.

Teorema 44 Sea f: S —T.Si X C S eY CT, se tiene lo siguiente:
(a) Si X = f~1(Y), entonces f(X) CY, 6 lo que es lo mismo, f[f~1(Y)] CY.

(b) SiY = f(X), entonces X C f=1(Y), 6 lo que es lo mismo, X C f~1[f(X)].

La demostracion es inmediata porque basta poner directamente la definiciéon de los simbolos
YY)y f(X). En general no es posible decir que Y = f(X) implica X = f~1(Y) (obsérvese
el contraejemplo que muestra la figura 3.2). Por otro lado, ten en cuenta que de la condi-
ciéon X = f71(Y) no se puede deducir que f[f~*(Y)] =Y, porque no todo punto de Y es
necesariamente imagen de algin punto de X.

Ademés se cumple que f~1(AU B) = f~1(A) U f~1(B) para todos los subconjuntos A y B
de T.

Teorema 45 Sea f: (S,ds) — (T,dr), entonces [ es continua en S si, y sdlo si, para cada conjunto
abierto Y C T, la antiimagen f~1(Y) C S es abierta en S.

Demostracion: Sea f continua en S, sea Y un abierto de T, y sea p un punto de f~(Y).
Probaremos que p es interior a f~1(Y). En efecto, sea y = f(p), como Y es abierto se cumple
que Br(y,e) C Y para un cierto € > 0. Por otro lado, como f es continua en p, podemos
asegurar que para ese € > 0 existe un § > 0 tal que f(Bg(p,d)) C Br(y,¢), lo cual implica
necesariamente que Bs(p,d) C f~1(Y), y por lo tanto f~!(Y) es abierto

2Si no existe funcién inversa, la notacién f~! podrfa parecer confusa o ambigua. Considérese por ejemplo la funcién
definida en toda la recta real como f(z) = 1. No tiene inversa, pero f~1({1}) = R.
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Figura 3.3: La funcién definida como f(z) =z siz <9,y f(x) = (4z + 118)/11 si > 9, no es continua
en r = 9. La antiimagen del intervalo abierto Y = (12,18) es el intervalo f~}(Y) = [9,20), que no es
abierto.

Podemos razonarlo con un poco mas de detalle, recordando que para cualesquiera conjuntos
Ay B se verifica f(A) C B = f~![f(A)] C f~1(B), (nota®), de modo que

Bs(p,8) € f'[f(Bs(p,9))] € ' [Br(y. o)) € f7H(Y),
X C X

de donde se deduce que p es un punto interior a f~(Y).

Reciprocamente, supongamos que f~1(Y) es abierto en S para todo subconjunto abierto Y
de T' y probemos que f es continua en p. Elijamos p en S y sea y = f(p). Para todo ¢ > 0
la bola Br(y,€) es un conjunto abierto en 7', lo cual implica que f~(Bz(y,¢€)) es abierto en
S. Ahora bien, puesto que p € f~1(Br(y,¢)), que es abierto, podemos afirmar que existe un
§ > 0 tal que Bg(p,d) C f~1(Br(y,¢)), de donde se deduce que f(Bs(p,d)) C Br(y,e), lo

cual implica a su vez que f es continua* en p.

Véanse las figuras 3.3 y 3.4 para una ilustracién gréfica.

Teorema 46 Sea f: (S,ds) — (T,dr), entonces f es continua en S si, y sdlo si, para cada conjunto
cerrado Y C T, la antiimagen f=*(Y) C S es cerrada en S.

Demostracion: Si'Y es cerrado en T, entonces T'— Y es abierto en T y, aplicando el teorema
anterior, deducimos que f~(T —Y') es abierto en S. Ahora bien, como f~1(T —Y) = S —
FHY), concluimos que S — f~(Y) es también abierto y, por lo tanto, f~1(Y) es cerrado en
S.

Conviene recalcar que la imagen de un abierto por medio de una funcién continua no es necesaria-
mente abierta. Un contraejemplo es el caso de las funciones constantes que aplican todo S en un tinico
punto de R!. La funcién f(z) = sen(x), por ejemplo, lleva el intervalo abierto (0,27) en el intervalo
cerrado [—1, 1]. Andlogamente, la imagen de un conjunto cerrado por medio de una aplicacién continua
no es necesariamente cerrada. Por ejemplo, la funcién real f(z) = arctan(z) aplica R! en el intervalo
(—=7/2,4+7/2).

3Es decir, f(Bs(p,9)) C Br(y,e) = f~'[f(Bs(p,8)) C f[Br(ye)].
4F{jate que hemos llegado a la conclusién de que para todo € > 0 existe un § > 0 tal que f(z) € Br(f(p), €) siempre que
z € Bg(p,9), lo cual es la propia definicién de continuidad de la funcién f en el punto p.
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Figura 3.4: La antiimagen de un abierto es un abierto si y sélo si la funcién es continua.

3.7. Continuidad sobre conjuntos compactos.

Otra de las propiedades globales de las funciones continuas es que aplican conjuntos compactos en
conjuntos compactos.

Teorema 47 Sea f : (S,ds) — (T,dr). Si f es continua en un subconjunto compacto X C S, entonces
la imagen f(X) es un subconjunto compacto de T'. En particular, f(X) es un conjunto cerrado y acotado
de T

Demostracion: Sea F un recubrimiento abierto de f(X), es decir, f(X) C |Jycp A. Pro-
baremos que un ntmero finito de conjuntos A recubre a f(X). Como f es continua sobre
el subespacio métrico (X,dg), podemos aplicar el teorema 45 para concluir que cada uno
de los conjuntos f~1(A) es abierto en (X,dg). Los conjuntos f~1(A) forman un recubri-
miento abierto de X y, como X es compacto, un nimero finito de ellos recubre a X. Sea
X C f7Y (A1) U...U f7Y(Ap). Entonces

FX) T ANV U YA =FlF AU UF[f Y (A))] CAU...UA,

Hemos construido entonces una coleccién finita de abiertos que recubre a f(X), por lo tanto
deducimos que es compacto.

Como corolario, aplicando el teorema 29 podemos decir que f(X) es cerrado y acotado.

Definicién 59 Una funcion f: S — R"™ estd acotada en S si existe un numero positivo M tal que

=

IIf ()| < M para cada x € S.

Como f estd acotada en S si, y sélo si, f(S) es un subconjunto acotado de R™, del teorema anterior
deducimos el siguiente corolario.

Teorema 48 Sea f: S — R™ una funcién de un espacio métrico (S,dg) en el espacio euclideo R™.

Si f es continua en un subconjunto compacto X C S, entonces f estd acotada en X.

Este teorema nos permite deducir consecuencias importantes en el caso de funciones reales, es
decir, de R!. Si f es una funcién real acotada sobre X, entonces f(X) es un subconjunto de R
acotado, por lo tanto posee supremo e infimo, y se cumple que inf f(X) < f(X) < sup f(X)
para todo x € X.

El siguiente teorema prueba que una funcién real continua f alcanza el sup f(X) y el inf f(X)
si X es compacto.
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Teorema 49 (de Weierstrass) Sea f : S — R una funcién real de un espacio métrico (S,ds) en
el espacio euclideo R. Supongamos que f es continua en un subconjunto X compacto en S. Entonces
existen puntos p y q de X tales que

f(p) = inf f(X), f(q) = sup f(X)

Como f(p) < f(z) < f(q) para todo z € X, los ndmeros f(p) y f(q) se llaman, respectiva-
mente, los valores minimo y méaximo globales o absolutos de f en X.

Demostracion: A partir del teorema 47 sabemos que si X es compacto y f continua, entonces
f(X) es compacto, lo cual implica que es un subconjunto de R cerrado y acotado. Sea m =
inf[f(x)], entonces m es adherente a f(X) y, por ser f(X) cerrado, m € f(X). Por lo tanto
podemos escribir que m = f(p) para un cierto p de X. De modo andlogo se razona que debe
existir cierto ¢ tal que f(q) = sup[f(X)].

Que X sea compacto es esencial. Considérese por ejemplo la funcién f(xz) = 1/x en X =
(0,1) C R; es continua en X, pero no existe ningtin punto ¢ € X tal que f(q) = sup f(X).
Incluso funciones acotadas de comportamiento mas simple sirven de contraejemplo. La funcién
g(x) = 2z, definida en X = (0,1) C R, no alcanza el supremo ni el infimo de su recorrido
puesto que f(X) = (0,2) CR.

Teorema 50 Sea f : (S,ds) — (T,dr) una funcién entre dos espacios méltricos. Supongamos que f
es uno a uno sobre S, de modo que la funcion inversa f~' existe. Si S es compacto y si f es continua
en S, entonces f~1 es continua en f(S), que también es compacto.

Demostracién. El teorema 46 aplicado a f~! nos permite decir que f~! serd continua en f(S)
si, y sélo si, la antiimagen® de cualquier cerrado, X C f~1(T) C S, es cerrada, es decir, si
f(X) C T es cerrado. Como X C S es cerrado y S es compacto, entonces X es compacto®,
con lo cual f(X) es compacto por ser f continua (teorema 47), y por lo tanto f(X) es cerrado,
ya que en los espacios métricos todo conjunto compacto es cerrado y acotado.

Definicién 60 (homeomorfismos) Sea f : S — T una funcion de un espacio métrico (S,dg) en otro
(T, dr). Supongamos también que f es uno a uno (biyectiva) en S, de modo que la funcion inversa f=1
existe. Si f es continua sobre S y f=1 es continua sobre f(S), entonces diremos que f es una aplicacion
topoldgica o un homeomorfismo, y los espacios métricos (S,ds) y (T,dr) se llaman homeomorfos.

Si f es un homeomorfismo, entonces f~! también lo es. El teorema 45 prueba que un ho-
meomorfismo aplica subconjuntos abiertos de S en subconjuntos abiertos de f(S). También
aplica subconjuntos cerrados de S en subconjuntos cerrados de f(S). Una propiedad de un
conjunto que permanezca invariante frente a las distintas aplicaciones topolégicas se llama
una propiedad topoldgica. Por lo tanto, las propiedades de ser abierto, cerrado, compacto son
propiedades topoldgicas.

Un ejemplo importante de homeomorfismo lo constituyen las isometrias, definidas como aplica-
ciones f : S — T biyectivas que conservan la métrica, es decir, que cumplen dr(f(z), f(y)) =
ds(z,y) para todos los puntos x e y de S. Si existe una isometria entre (S,dg) y (T, dr), los
dos espacios métricos se denominan isométricos.

3.8. Teorema de Bolzano.

El teorema de Bolzano hace referencia a una propiedad global de las funciones reales continuas en
intervalos compactos [a,b] C R. En palabras llanas, dirfamos que si la gréfica de una funcién f es positiva
en f(a) y negativa en f(b), entonces la funcién debe anularse por lo menos una vez entre a y b. Antes de
enunciar el teorema de Bolzano demostraremos uno auxiliar.

50bsérvese que f(X) es la imagen inversa (antiimagen) de X por medio de f~1.
6Todo subconjunto cerrado de un espacio métrico compacto es compacto.
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Teorema 51 Sea f definida en un intervalo S C R. Supongamos que f es continua en un punto c € S
y que f(c) # 0. Entonces existe una bola unidimensional B(c,d) tal que f(x) tiene el mismo signo que
f(e) en B(¢,5)NS.

Demostracion: Supongamos primeramente que f(c¢) > 0. Por ser f continua, para cada ¢ > 0
existe un 0 > 0 tal que f(c) — e < f(z) < f(c) + € siempre que = € B(c,d) N S. Elijamos
entonces el 0 que corresponde a € = f(c)/2, (¢ > 0 por ser f(c) > 0). Por lo tanto se verifica
1f(c) < f(z) < 2 f(c) siempre que 2 € B(c,8) N S, lo cual implica que f(z) tiene el mismo
signo que f(c) en B(e,§)NS. La demostracién se hace de modo andlogo para el caso f(c) < 0,
escogiendo € = — f(c) /2.

Teorema 52 (de Bolzano) Sea f : [a,b] C R — R una funcién real y continua en el intervalo compacto
[a,b], y supongamos que f(a)f(b) <0, es decir, que f(a) y f(b) tienen signos opuestos. Entonces eziste,
por lo menos, un punto c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demostracion: Escojamos f(a) > 0y f(b) <0, y sea el conjunto A = {z € [a,b] | f(z) > 0}.
Sabemos que A # () porque a € A, y ademés A estd acotado por b, por lo tanto tiene supremo.
Sea ¢ = sup(A). Se cumple que a < ¢ < b. Probemos que f(c¢) = 0. Si fuese f(c) # 0 deberia
existir una bola unidimensional B(c,d) en la que f tiene el mismo signo que f(c). Si fuese
f(¢) > 0, habria puntos = > ¢ en los que f(x) > 0, en contradiccién con la hipétesis de que
¢ = sup(A). Si fuese f(z) < 0, entonces ¢ — £ serfa una cota superior para A menor que ¢, en

2
contradiccién de nuevo con la definicién de c¢. Debe entonces cumplirse que f(c) = 0.

Observacion: es importante exigir que la funcién sea continua en todos los puntos del intervalo
cerrado [a, b], no basta con que sea continua en el abierto (a,b). Considera por ejemplo la
funcién definida en [0, 1] como f(z) =1si0 <z < 1y f(0) = —1. Esta funcién es continua en
todos los puntos del intervalo (0, 1), pero no en todos los del intervalo cerrado [0,1]. A pesar
de que f(0) es negativa y f(1) es positiva, no existe ningun = € (0, 1) para el que f(z) = 0.

Teorema 53 (del valor intermedio) Sea f real y continua en un intervalo compacto S = [a,b] C R.
Supongamos que existen dos puntos o < B de S tales que f(a) # f(B). Entonces [ toma todos los
valores comprendidos entre f(a) y f(B) en el intervalo (a, 3).

Demostracion: Para cualquier nimero k € (f(«), f(8)), aplicamos el teorema de Bolzano a la
funcién g definida en [a, §] por medio de la expresién g(x) = f(x) — k. Asi definida es facil
ver que g(a)g(B) < 0, por lo tanto debe anularse para algin punto intermedio ¢, es decir,
g(c) = 0 = f(c) — k. Hemos probado entonces que la funcién f alcanza todos los valores
comprendidos entre f(«a)y f(53) en el intervalo («, 3).

El teorema del valor intermedio, junto con el teorema 50, nos permite afirmar que la imagen de
un intervalo compacto S por medio de una funcién real continua en S es el intervalo compacto
[inf f(S),sup f(S)]. En el caso especial de que f fuese constante en S, entonces el intervalo
seria degenerado.

3.9. Continuidad uniforme.

La continuidad que hemos definido anteriormente es una propiedad local de las funciones. Recordemos
que dada una funcién entre dos espacios métricos, f : (S,ds) — (T,dr), se dice que f es continua en
cada punto de A C S si para todo p € Ay € > 0, existe un § > 0 (que depende del punto p y de €)
tal que, si x € A, entonces dr(f(z), f(p)) < € siempre que dg(x,p) < §. Ahora bien, una vez fijado € no
debemos esperar que el mismo § sirva para todos los puntos de A, pero puede ocurrir que asi sea, y en
ese caso se dice que la funcién es uniformemente continua en A. Damos ahora una definiciéon formal.

Definicién 61 Sea f : (S,ds) — (T, dr). Se dice que f es uniformemente continua en un subconjunto
A C S si se verifica la siguiente condicidn: para cada € > 0 existe un § > 0 (que depende exclusivamente
de €) tal que si v1 € A y xo € A entonces dp(f(x1), f(z2)) < € siempre que ds(x1,z2) < 0.
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Ejemplos:

1. Sea f(z) = 1/x para © > 0 y consideremos A = (0,1]. Esta funcién es continua en
A, pero no uniformemente continua. Para verlo tomemos ¢ = 10 y supongamos que
podemos encontrar un 4, con 0 < § < 1, que satisfaga la condicién de continuidad
uniforme. Haciendo 1 = 6 y @2 = 0/11 tendriamos |z1 — z2| < §, y sin embargo
|f(@1) = f(z2)] = & — F = 12 > 10. Por tanto para estos dos puntos siempre tendrfamos
|f(z1) — f(z2)] > 10, en contra de la condicién de continuidad uniforme.

2. Sea f(z) = 22 para todo z € R y tomemos A = (0, 1]. Probaremos que esta funcién es
uniformemente continua en A. Obsérvese que | f(z1)— f(z2)| = |22 —23| = |(z1+22)(z1 —
x2)| = |x1 + 22| |21 — 22| < 2|21 — 22|. Si |21 — 22| < I entonces |f(x1) — f(x2)| < 26.
Con lo cual una vez fijado €, basta tomar § = €/2 para garantizar que |f(21) — f(x2)| < €
para cada par x1,z2 con |r1 — x2| < 0. Esto prueba que f es uniformemente continua en
A. Esta misma funcién, sin embargo, no es uniformemente continua en todo R.

Es evidente que si f : (S,ds) — (T, dr) es uniformemente continua en A C S, entonces f es continua
en A C S. El reciproco no es cierto, a menos que A sea compacto.

Teorema 54 (de Heine) Sea f : (S,ds) — (T,dr). Sea A C S un subconjunto compacto de S y
supongamos que f es continua en A. Entonces [ es uniformemente continua en A.

Damos a continuacién una condicién suficiente para garantizar la continuidad uniforme de una funcién
real de variable real. Para ello definimos previamente las funciones lipschitzianas.

Definicién 62 Una funcion f: A C R — R se dice lipschitziana en A si existe una constante k > 0
tal que se verifica |f(x1) — f(x2)| < k|z1 — 22| para todo x1,z € A.

Teorema 55 Si f : A C R — R es una funcion lipschitziana en el intervalo A, entonces f es
uniformemente continua en A.

Demostracion: Sea k la constante de Lipschitz de f en A. Dado € podemos tomar ¢ = ¢/k, de
tal modo que para cualesquiera x1,x9 € I se cumple:

1 —aal < T = |f(@1) = fe2)| < Kloy —za] < kT =

Estudiaremos la derivada de funciones en el siguiente tema, pero es util mencionar aqui que para que
una funcién f satisfaga la condicién de Lipschitz en A es suficiente que sea derivable y tenga derivada
acotada en A. Deducimos por tanto que si f tiene derivada acotada en el intervalo A, entonces es
uniformemente continua en A. El reciproco, no obstante, no es cierto. Es decir, una funcién con derivada
no acotada puede ser uniformemente continua. Un ejemplo lo tenemos en la funcién f(z) = xsen(l/z),
que veremos en los ejercicios.

Teorema del punto fijo para contracciones.

Definicién 63 Dada una funcién f de un espacio métrico en si mismo, [ : (S,ds) — (S,ds), un
punto p € S se dice punto fijo de [ si se satisface f(p) = p. La funcidn f se denomina contraccidon de
S si existe un numero 0 < a < 1, llamado constante de contraccion ¢ coeficiente de contraccion, tal que
d(f(x), f(y)) < ad(x,y) para cada x,y de S.

Una contracciéon de un espacio métrico es uniformemente continua.

Teorema 56 (del punto fijo): Una contraccion de un espacio métrico completo tiene un tUnico punto

fijo.
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3.10. Discontinuidad de las funciones reales.

Estudiaremos ahora los tipos de discontinuidades de funciones reales definidas en intervalos de R. Sea
f una funcién real definida en (a,b) C R y sea ¢ € [a,b). Si f(x) — A cuando z — ¢ con valores mayores
que ¢, diremos que A es el limite lateral por la derecha de f en ¢, y lo indicaremos de este modo:

lim f(z) = A.

z—ct

Este limite también se suele denotar por f(cT). Obsérvese que f no necesita estar definida en ¢ para
que exista el limite lateral f(c*) pero, si lo estd y es f(c) = f(cT), diremos que f es continua por la
derecha en c. El limite lateral por la izquierda, f(c¢™), y la continuidad por la izquierda en ¢ se define
andlogamente si ¢ € (a, b].

Sia < ¢ < b, entonces f es continua en ¢ si, y s6lo si f(c¢™) = f(c™) = f(c). Si esto no ocurre diremos
que f es discontinua en ¢ y deberd darse alguna de las siguientes condiciones:

(a) Existen f(cT) y f(c™), pero son distintos. Se denomina discontinuidad inevitable 6 esencial (de
primera especie).

(b) Uno de los limites f(c*) 6 f(¢™) no existe, o no existe ninguno. Se denomina discontinuidad inevi-
table 6 esencial (de segunda especie).

(c) Existen f(c*)y f(c7), pero f(c¢t) = f(¢7) # f(c). Se denomina discontinuidad evitable, puesto
que se podria evitar redefiniendo la funcién en el punto ¢ para que coincida con los limites laterales.

Definicién 64 Sea f una funcion definida en el intervalo cerrado [a,b]. Si f(cT) y f(c™) ewisten para
un punto interior ¢ € (a,b), entonces:

(a) f(c)— f(c™) se llama salto de [ a la izquierda de c.
(b) f(c™) = f(c) se llama salto de f a la derecha de c.
(c) f(cT) = f(c™) se llama salto de f en c.

Si alguno de estos saltos es distinto de cero se dice que f tiene una discontinuidad de salto en c.
Ejemplos:

1. La funcién f definida como f(z) = z/|z| si x # 0y f(0) = A tiene una discontinuidad
inevitable de salto en 0, independientemente del valor de A. En este caso se tiene f(07) =
+1y f(07)=-1

2. La funcién f(x) =1six # 0y f(0) =0, posee un salto de discontinuidad evitable en 0.
En este caso f(0%) = f(07) = +1.

3. fle)=1/zsix#0y f(0) = A tiene un punto de discontinuidad inevitable en 0.
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3.11. Ejercicios.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

1 -nH"
Demostrar aplicando la definicién de convergencia que: a) —+ ( 2) —0
n n
2n+3 2
b — =
) 3n — 50 3
2 n!
. Demostrar aplicando la definicién que: a) — —0 b) — —0
n! n
. Demostrar que toda sucesion en R que es monétona creciente y acotada superiormente es una

sucesién de Cauchy.

. Demostrar que la sucesién definida por a; = V5 y an, = /5 + a,_1 es convergente y calcular su

limite.

. Demostrar que si |a| < 1 entonces la sucesién z,, = a™ es convergente y =, — 0. Estudia también

el caso |a| = 1.

. Demostrar que el limite de las siguientes sucesiones es 1: (a) lim /e, (b) lim n
n—oo n—oo
. Justifica razonadamente si el conjunto M = {21/" +3Y7 e Z*} NI estd acotado (superior

e inferiormente) y tiene é no, supremo, infimo, méximo y minimo.

. Calcular el limite de la sucesion x,, = V/a™ + b™ donde a y b son nimeros reales positivos.

. Calcular el limite de las sucesiones z,, = n [, /19— % — 3], eYp="n {,3/27 — % — 3]

10.

Demostrar que la sucesién z, = (1 + %)" es convergente en R.

1

Demostrar que la sucesién z,, = (1 — --)" converge a 1/e.

Basandose en la definicion de limite, demostrar:

1 _
a) lim SP1_3 ) dim oo 3
r—2 €T 2

z>0 br—1 5§

En el apartado (a) busca el valor concreto de § = |z — 2| para que la distancia entre f(z) y el limite
sea menor que € = 0,001, es decir |f(z) — (3/2)] < 0,001.

Calelar () 1f Va2 +azx + 22 — Va2 — ax + 22 b 1 -2t —x+1
alcular (a) lim fm ————————
=0 Vatz—+Va—z ’ e=1 23— 222 + 1

Calcular los limites cuando (x,y) — (0,0) de las funciones

£L'2 — y2
a) fle,y) =38 212 > (z,y) # (0,
0, si (z,y) = (0,0)
@) £ (0.0)
b) f(z,y) =1{ (zy)2+ (z —y)?’ Y ,
0, si (z,y) = (0,0)

Ty 2 %y
a)

lim —_ b lim _— c lim .
(z.9)—(0,0) T2+ y? ) (2.9)—(0,0) /22 + 32 ) (z.y)—(0,0) 2 —y

Demuestra que no existe el 1im sen(1/x), pero si el lim zsen(1/z).
z—0 z—0

Calcular:

1
Demostrar que el limite  lim (22 4 3?) sen —, existe para a = 0, pero no existe para a # 0.
(=,y)—(0,a) zyY

1 2
Calcula el lim (wy+1) .
@y—(-1+1) (z+1)2 + (y —1)?
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

i[(1+gc)”flfmc], siz#0

Estudiar la continuidad de f(z) = ﬁ?n — .
_ siz=0
2

Estudiar para qué puntos es discontinua la siguiente funcién:
2% 4 2zy + 2 .
T_y?a si|z| # |y

flz,y) = 1, siz=y

0, six =—y

Localizar y clasificar las discontinuidades de las siguientes funciones reales de variable real:

1/x . 1/ .
o fw={ 5 arzed b s@={ ¢ srred
1 .
) f(ar):{ a7 “*0}
0, siz=0

Sean f y g dos funciones reales continuas en el intervalo [a, b] y tales que f(a) < g(a) y f(b) > g(b).
Demostrar que existe un punto ¢ € (a,b) tal que f(c) = g(c), es decir, que las graficas de las
funciones se cruzan.

Demostrar que las siguientes ecuaciones admiten al menos una raiz real:

3
— —1=0, b) 4 —" 150 =0.
a) x—senxw ) x +2+x2+sen2x
Sea f : [a,00) — R una funcién continua tal que lim f(x) = ¢, con ¢ € R. Demostrar que f es
xr—r 00
una funcién acotada.

Averiguar si las funciones que se indican a continuacién son o no uniformemente continuas en sus
respectivos dominios.

a) f:R—R, f(z) =22
b) g:[2,5] — R, g(x) =22
¢) h:(0,1) — R, h(z) =z sen(l/z).

d) j:R—R, jz)= { ?fn(l/x)’ ziiig }
e) k:(0,1) — R, k(x)=sen(1/z).

1 T
Demostrar que: (a) lim <1 + ) —e, (b) lim (1+az)/"=¢* (¢) lim 2° =1,

T—00 €T z—0+ r—0t
1 xT
(d) lim (1—1—) =1.
z—0t x
log(1 -1

Demostrar que: a) lim log(1 + ) =1 b) lim ¢ = log(a)

z—0 x z—0 x

. sen(x)
Demostrar que: lim ——= =1
z—0 €T

Estudia la continuidad de las siguientes funciones para todos los posibles valores que puedan tomar
los pardmetros a, b, ¢, y d.

x + bx? cos(1/x)
_ ) cx+dx?sin(l/z)’
flz) = 1, siz=0
a(—z)*, siz <0

siz >0 (22 —1)
) g()=19 3(x—1)—sin(z—1)
a, siz=1

six #1
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30. Sea {a,} una sucesién de ntmeros reales de la que se sabe que para un cierto k € Ry Vn € N

verifica:
kn—3\/ﬁ<a <\/4n+ —/n
vnZ+6én ~ 7 vn+1

. Qué valor deberfa tener k para garantizar que {a, } sea convergente? ; Cudl serfa entonces el limite
de {a,}?

31. Estudia la continuidad uniforme en el intervalo [—3, 3] de las siguientes funciones:

f@) =2 +2, g(@) = 2%, h(z) = cos (i)
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